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En este texto se presentan y desarrollan problemas de la geometria
analitica plana y espacial. Esta destinado a estudiantes y docentes de asignaturas
afines pertenecientes a carreras cientifico tecnolégicas, interesados en el desafio de

integrar, aplicar y transferir contenidos en problemas de interés.

En el primer Capitulo se describe el modelo pedagogico de la asignatura
Geometria Analitica de Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Cuyo,
y la motivacion que condujo a la propuesta de este texto. Se presentan los
problemas integradores y de aplicaciéon que se desarrollan en los capitulos
siguientes, asi como también los requerimientos especificos de contenidos y las
posibilidades de insercion en los distintos escenarios de interaccion e

interaprendizaje del modelo pedagogico.

En el Capitulo 2 se plantean y resuelven seis problemas de la geometria
analitica plana, en tanto que en el tercero se desarrollan cuatro de la geometria
analitica espacial. Cada uno de los problemas de ambos capitulos, cuenta en primer
lugar con una breve descripcion, junto con la indicaciéon del nivel correspondiente
teniendo en cuenta los requerimientos de contenidos conceptuales y
procedimentales para su resoluciéon: nivel bésico, nivel intermedio y nivel
avanzado. Asi mismo, se indican las areas tematicas especificas vinculadas al
problema, las cuales pueden ser: ingenieria, arquitectura, disefio, computacion,
biometria, procesamiento de imagenes, robética, sismologia, maquinas y equipos.
El desarrollo completo de cada problema se acompana de graficos, imagenes,

tablas y sugerencias de resoluciones alternativas.

Los estudios realizados para la elaboracion de este material se enmarcan
dentro del Proyecto SIIP 2019 - Tipo I - 06/B382, de la Secretaria de Investigacion,
Internacionales y Posgrado de la Universidad Nacional de Cuyo. Los autores

agradecen el apoyo recibido en el marco de dicho proyecto.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1. Modelo pedagogico de Geometria Analitica

Geometria Analitica es una asignatura del area matemaética dentro del
bloque de ciencias basicas de los planes de estudio de las carreras de Ingenieria y
de la Licenciatura en Ciencias de la Computacion, en Facultad de Ingenieria de la
Universidad Nacional de Cuyo. En la misma se plantea la resolucién de problemas
de la geometria analitica del plano y del espacio, necesarios para la formacion
bésica de los estudiantes y para abordar temas especificos de las restantes areas de
los disenos curriculares. Se implementa un modelo pedagbgico enmarcado dentro
de la metodologia de Investigacion-Accion, constituido por diferentes escenarios
de interaccion [Raichman y Mirasso, 2018] tales que, a partir de una equilibrada
y coherente articulacion de actividades significativas de aprendizaje [Molina y
Prieto Castillo, 1997] definidas en cada uno de ellos, favorezca en los estudiantes
la apropiacién de conceptos y procedimientos propios de la geometria analitica, asi
como también el desarrollo de capacidades asociadas a competencias genéricas del
perfil profesional [CONFEDI, 2018]. A continuacion, se describen sintéticamente
dichos escenarios de interaccion e interaprendizaje, los cuales habilitan la
participacién activa, comprometida y responsable de los estudiantes, promoviendo
la comprensién profunda, el uso reflexivo y la transferencia del nuevo

conocimiento.

1.1.1. Escenarios de desarrollo de contenidos en Geometria
Analitica

Los escenarios de desarrollo de contenidos estan constituidos por las Aulas
Teorico-Practicas y las Aulas Taller [Raichman y Totter, 2008]. El eje del trabajo
en el aula Teodrico-Practica lo constituye el desarrollo de contenidos conceptuales y
procedimentales en clases sincrénicas participativas e interactivas, en el marco de
la ensenianza para la comprension [Perkins, 1999]. Las demostraciones, revision
de contenidos y resolucion de problemas se elaboran en conjunto entre el docente

y los estudiantes, en base a variados registros de representacion y un trabajo de
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preguntas y respuestas, alternando con variadas actividades bajo el enfoque del

aprendizaje activo [Felder y Brent, 2003].

Por otra parte, el Aula-Taller constituye un escenario alternativo de
interaccion, donde se genera un modelo de trabajo en equipos desde la perspectiva
del aprendizaje colaborativo [Felder y Brent, 2007], potenciando la comprension
profunda, la integracion y la aplicacion de contenidos y la transferencia de los
mismos a situaciones que los acerquen a problemas reales. En cada grupo de Aula
— Taller, los estudiantes trabajan divididos en equipos de 4 a 6 integrantes,
resolviendo los problemas indicados por el docente, quien realiza el seguimiento
permanente de los avances logrados [Raichman y Totter, 2008]. Las actividades
son seleccionadas a partir de los materiales elaborados por el equipo docente. En
algunos casos, la sesion de Aula-Taller se inicia con una actividad de recuperaciéon
de saberes previos en la que se entrega a los estudiantes un cuestionario de rapida

resolucion.

Se estimula a los estudiantes a realizar inferencias, generar hipoétesis,
formular preguntas, organizar ideas para luego explicarlas y justificarlas a los
otros. Se promueve la comunicacion oral a través de la exposicion del desarrollo de
la solucién obtenida por parte de los representantes de cada equipo. Se alienta un
trabajo de interacciéon y de discusiéon de diferentes caminos de soluciéon del
problema, no sélo hacia el interior de cada equipo, sino también entre los
expositores y el resto de los estudiantes. Las exposiciones finalizan con las palabras
del docente, quien senala aspectos relevantes de cada uno de las actividades
realizadas y atiende inquietudes que puedan surgir. El debate moderado por el
docente promueve la discusion de distintas vias de solucion del problema, en un
ambiente de trabajo ameno, con un alto nivel de compromiso y pertenencia
[Raichman, et.al., 2014]. El estudiante, participe activo del proceso, se apropia del
espacio en el cual es escuchado y respetado. Se genera asi una comunidad de

aprendizaje, con una cultura de trabajo propia y especifica de cada Aula - Taller.

Los textos de catedra constituyen valiosos y necesarios recursos para los
escenarios de desarrollo de contenidos [Raichman y Totter, 2016; Raichman et.al.,

2020; Raichman et.al., 2021].
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1.1.2. Escenarios de tutorias en Geometria Analitica.

En la modalidad de trabajo de Aula - Taller de Geometria Analitica es
posible incorporar las tutorias de pares. El rol asignado a los ayudantes alumnos es
el de acompanar a los estudiantes en la apropiaciéon de conceptos y procedimientos.
En dicha tarea, es importante que el tutor par sea a su vez acompanado por el
docente a cargo del Aula-Taller en su compromiso de guiar en la construcciéon
reflexiva del conocimiento, planteando preguntas y estableciendo relaciones, que
favorezcan la integracion del nuevo conocimiento con los saberes previos. Se busca
la reflexion individual del estudiante sobre el conocimiento y que la interaccién con
sus iguales promueva la profundizacion de saberes, la confrontacion de
percepciones y distintas vias de solucion de los problemas que se plantean

[Raichman, et.al., 2017].

1.1.3. Escenarios de exploracion y experimentacion en
Geometria Analitica.

Los escenarios de experimentacion y exploracién se incluyen en
actividades sincrénicas dentro de los escenarios de desarrollo de contenidos y en
actividades asincronicas en el escenario virtual de aprendizaje implementado en el
Aula Abierta de Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Cuyo. Los
recursos didacticos para la exploracion y la experimentacion se refieren tanto a las
aplicaciones informaticas interactivas [Raichman et.al., 2021] que permiten al
estudiante explorar libremente y trabajar segin sus propios ritmos de estudio,
como a los dispositivos experimentales [Raichman, et.al., 2018]. En el caso de
estos ultimos, se busca, mediante la manipulacion, observaciéon y exploracion sobre
objetos concretos, favorecer la apropiacion de modelos matematicos de los lugares
geométricos en estudio. Las actividades disefiadas con estos recursos estan
destinadas a potenciar la comprension y resolucion de problemas en el espacio

tridimensional.

1.1.4. Escenarios de articulacion en Geometria Analitica.

Se realizan actividades de articulacion con otras asignaturas: Analisis
Matematico I, Calculo Numérico y Computacion, Analisis Matematico II,
Estabilidad II e Introduccion a la Programacion [Raichman y Pacini, 2017]. Los

recursos didacticos se refieren a las guias de trabajo especificas en las que se
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plantean a los estudiantes las actividades a realizar en el marco de la articulacion
definida, o bien a los ejercicios acordados entre los responsables de las asignaturas
y que son incluidos en las guias de trabajos practicos. La generaciéon de escenarios
de articulacidon promueve el trabajo en equipo de docentes de diferentes espacios
curriculares para el disefio e implementacion de innovaciones educativas
compartidas, diversificando los contextos de aprendizaje de un mismo

conocimiento e incrementando asi las vias para su recuperacion.

1.1.5. Escenarios de integracion de contenidos en Geometria
Analitica.

A partir de la resolucion de un problema integrador seleccionado se busca
que los estudiantes: planifiquen y desarrollen estrategias para la resolucion de
problemas geométricos en base a la identificacion de los datos, la representacion
de los mismos y el establecimiento de relaciones, integrando los conocimientos
adquiridos en una situacién concreta; analicen e interpreten resultados; sean
metodicos en la exposicion y en el registro de la informacién; se comuniquen con

precision y claridad en forma oral y escrita.

En los diferentes escenarios se integran actividades y recursos destinados a
promover la autonomia en el aprendizaje y la metacogniciéon [Raichman y Mirasso,

2018].

1.2. Problemas integradores en los escenarios de
interaccion.

1.2.1. Justificacion de la propuesta.

J.J. Aparicio (1995) senala la importancia del sentido de la ensefianza de
una determinada disciplina en funcion del contexto y de las necesidades especificas
de la formacion profesional. Alli menciona: "No se puede entender el sentido que
la ensenanza de una disciplina pueda tener para el alumno si no se considera desde
la perspectiva del uso que puede hacerse del conocimiento implicado en dicha
disciplina". Destaca la necesidad de una reflexiéon sobre el sentido que el
conocimiento de una disciplina pueda tener para los estudiantes a los efectos de

ensenarla verdaderamente.
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Por otra parte, las tendencias recientes de innovacion en educacion
superior plantean el reto a los docentes de redisenar sus practicas y orientarlas
hacia actividades y tareas que promuevan un acercamiento a la realidad mediante
la resolucion de problemas. El aprendizaje significativo se logra cuando los
contenidos conceptuales y procedimentales de un espacio curricular se
ejemplifican y aplican en situaciones reales que tienen sentido y utilidad potencial

para los estudiantes [ Verdejo y Freixas, 2009].

En base a la experiencia con el Trabajo Integrador de Contenidos de
Geometria Analitica implementado en ciclos lectivos anteriores [Raichman et.al,
2020], es posible afirmar que el estudiante asigna un elevado efecto motivador a la
posibilidad de ejercer un rol activo en la resolucion de problemas que le den sentido
a lo que estd estudiando. Asi mismo se destaca la posibilidad de enriquecer el
aprendizaje significativo a partir de la resolucion gradual de un problema concreto
al alcance de un estudiante de primer ano, que promueva el uso simultaneo de
contenidos integrandolos para lograr los objetivos de la situacién planteada y que

le ayude a tomar conciencia del potencial de las herramientas que est4a adquiriendo.

Existe poca disponibilidad en la literatura asociada a las ciencias basicas, y
a la geometria analitica en particular, de problemas de aplicaciéon en situaciones
concretas que resulten de interés, tanto para docentes como para estudiantes, en
el campo de las ciencias y de las ingenierias. Esto constituye una dificultad a la hora
de generar situaciones de aprendizaje efectivas que contemplen los requerimientos
mencionados anteriormente. Es asi que este texto pretende contribuir en el desafio
de disefiar problemas que integren diferentes temas de la geometria analitica plana
y espacial, favoreciendo la transferencia del conocimiento a situaciones de interés
en carreras cientifico-tecnolégicas, a la vez que se encuentren en un nivel

apropiado para el estudiante de los primeros anos de dichas carreras.

1.2.2. Descripcion del contenido y alcances del material.

Este texto complementa los textos mencionados anteriormente
([Raichman y Totter, 2016] y [Raichman et.al., 2020]), incluyendo problemas
integradores y de aplicacion que promuevan la transferencia de los contenidos a
situaciones apropiadamente contextualizadas, desafiando los procesos cognitivos

de los estudiantes y acercandolos a las aplicaciones especificas de sus carreras. Los
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problemas estan asociados a los ejes tematicos del programa vigente de la
asignatura Geometria Analitica de Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional

de Cuyo [Programa Geometria Analitica, 2021].

En el Capitulo 2 se desarrollan seis problemas correspondientes a la
geometria analitica plana. El primero de ellos trata sobre el disefio de una
interseccion de dos senderos peatonales existentes en un parque publico, junto con
un espacio destinado a la construccion de un monumento que sera ubicado en el
mismo bajo determinadas restricciones impuestas. La primera estrategia de
resolucion requiere del manejo de ecuaciones de circunferencias, parabolas, rectas
y rectas tangentes, en tanto que en la segunda se utilizan conceptos asociados a

rototraslacion de secciones conicas.

El problema 2 se refiere a la etapa de anteproyecto de un barrio residencial
en la que es necesario disefiar areas peatonales de forma eliptica con centro y
excentricidades coincidentes con una laguna artificial eliptica existente en la zona
de recreacion. A partir del contorno de dicha laguna, los arquitectos disefiadores
desean construir una pista de circulacion peatonal y un area de entretenimiento y
descanso con determinados requerimientos. Para la resolucion de este problema se
utilizan contenidos asociados a la descripcion geométrica de elipses, asi como
también, contenidos conceptuales y procedimentales correspondientes a

rototraslacion y familias de elipses.

El tercer problema nos ubica en el Departamento de Disefio Grafico de una
empresa editorial, que se encuentra abocado al bosquejo de la portada de un libro
de ciencias préoximo a publicarse. La idea grafica principal implica la
representacion de una espiral de Arquimedes cuyo origen se encuentre ubicado en
el punto central de un espacio delimitado por las dimensiones de una hoja tamatio
Aj segin Normas IRAM. Bajo determinado criterio se solicita la presentacion de
tres propuestas para su analisis junto con la ecuacion del lugar geométrico asociado
y la determinacion de puntos caracteristicos de los mismos. Los prerrequisitos
cognoscitivos para la resolucion de este problema, son los asociados a ecuaciones

de curvas en coordenadas polares y su representacion grafica.

El problema 4 trata sobre la geometria de una tirolesa en un espacio
geografico dado por la presencia de picos y un bosque. A partir de determinados

datos que incluyen la distancia entre las bases de las torres de fijacion, se plantea
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la necesidad de encontrar la ecuacion que define los puntos de la trayectoria de la
tirolesa y determinar el punto de maxima velocidad que alcanzaria la misma. Asi
mismo se requiere verificar que la velocidad maxima no supere determinado valor
y que la trayectoria no sea interrumpida por el bosque. Para la resolucion de este
problema se utilizan contenidos asociados a la descripcién geométrica y analitica

de elipses, rototraslacién de secciones conicas y conceptos basicos de fisica.

En el problema 5 se plantea la necesidad de disenar un programa
computacional para un sistema de seguridad que permita el reconocimiento facial
de un individuo y logre identificarlo a partir de una base de datos. El principal
objetivo es optimizar el proceso de busqueda mediante la reduccién del tiempo y
costo computacional, para que el programa sea til incluso con bases de datos
extensas. Se analizan dos alternativas posibles para las cuales se requieren
conocimientos de coordenadas polares, ecuaciones de lugares geométricos en

coordenadas polares, asi como también el calculo de angulos y distancias.

El sexto problema se refiere a la localizacion del punto sobre la superficie
de la Tierra que se encuentra sobre la proyeccion vertical del hipocentro o foco,
punto bajo la superficie donde se origina un sismo. Se plantea para ello la
utilizacion del denominado método de los circulos. En base a informacion
registrada por determinados acelerégrafos de la Red Nacional de Acelerografos, se
calcula la distancia a la que se encuentra la fuente y a partir de dicha distancia se
localiza el epicentro del evento sismico. Para este problema se requieren
contenidos conceptuales y procedimentales asociados a circunferencias, familias
de circunferencias, intersecciones entre lugares geométricos y calculo de

distancias.

En el Capitulo 3 se desarrollan cuatro problemas correspondientes a la
geometria analitica espacial. El primero de ellos trata sobre la determinacion
analitica de la familia de rectas que generan un paraboloide hiperboélico. Para la
resoluciéon del mismo son necesarios los siguientes requisitos cognoscitivos
previos: rectas en el espacio tridimensional, rectas alabeadas, familias de rectas en
R3, descripcidon geométrica y analitica de un paraboloide hiperbdlico genérico e

intersecciones entre lugares geométricos en R3.

El estudio de las condiciones de iluminacién natural en espacios cerrados

a través de la determinacion de aberturas constituye un aspecto de interés en
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Arquitectura e Ingenieria. En el problema 8 se cuenta con informacion referida a
la cubierta cilindrica constituida por arcos parabolicos de un estadio deportivo de
usos multiples. La cubierta del estadio posee un tragaluz y es necesario realizar el
estudio de las condiciones de iluminacion natural dentro del recinto, tanto en
invierno como en verano. Para la resolucion de este problema se requiere el
dominio de los siguientes contenidos: vectores, operaciones con vectores;
parabolas; rectas en R3; planos; superficies cilindricas; intersecciéon entre lugares

geométricos en R3; rototraslacion; calculo de areas y de volimenes.

En un puerto maritimo comercial, se cargan y descargan de los barcos las
mercancias transportadas en contenedores, utilizando graas torre. Los puntos de
carga y descarga, asi como los movimientos y trayectorias que debe realizar la graa,
pueden describirse de manera precisa utilizando conceptos de la geometria
analitica. En el noveno problema se presenta la descripcion de movimientos que
puede realizar el gancho de una grtia torre que transporta cargas, para lo cual se
requiere el dominio de contenidos conceptuales y procedimentales asociados a:

vectores, operaciones con vectores y sistema de coordenadas cilindricas.

Alos efectos de estudiar la cinematica de un sistema de automatizacion, es
necesario describir las posiciones de la herramienta terminal de robots industriales
dados por distintos tipos de configuraciones. En el décimo problema se plantea la
determinacion de la posiciéon de la herramienta terminal de un robot para el tipo
de configuracion cilindrica y para la configuracion polar. Se considera un caso
particular de un robot de configuracion cilindrica utilizado en una fabrica
automotriz para el proceso de pintado de carroceria. La adecuada resolucion de
este problema requiere de contenidos conceptuales y procedimentales asociados a:
sistemas de coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas; vectores, operaciones

con vectores; ecuaciones de planos; distancia de un punto a un plano; rectas en R3.

Dentro de las numerosas posibilidades de insercion de los problemas
integradores en los escenarios de interaccion e interaprendizaje, se mencionan a

modo de ejemplos las siguientes:

- Seleccionar problemas que sirvan a modo descriptivo para motivar
y/o introducir nuevos ejes tematicos, tanto en actividades sincréonicas como en
materiales especificamente disenados para tal fin, que incluyan la presentacion de

los problemas.
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- Seleccionar total o parcialmente determinados problemas para
incluirlos en intervenciones educativas sincrénicas o asincroénicas, individuales o
grupales, a incluir en los escenarios de desarrollo de contenidos, o bien en los
escenarios de exploracion y experimentacion, a partir del disefio de recursos

interactivos especificos.

- Seleccionar uno de los problemas a los efectos de que se constituya
en la base para un trabajo integrador de contenidos que sirva como eje en torno del
cual se desarrollan las actividades tedrico-practicas de la asignatura, formando

parte el escenario de integracion e investigacion.
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CAPITULO 2

PROBLEMAS BIDIMENSIONALES
2.1.

Problema 1. Diseno de una interseccion de senderos
peatonales.

Se desea disefiar los enlaces geométricos entre dos senderos peatonales
existentes en un parque publico, junto con un espacio destinado a la

construccion de un monumento que sera ubicado en el mismo.

Area Tematica: Ingenieria. Arquitectura. Disefio.

Nivel: INTERMEDIO

Descripcion del problema.

Un equipo de arquitectos paisajistas esta a cargo del proyecto de remodelaciéon y
puesta en valor de un parque publico. Este plantea la necesidad de disefiar los
enlaces correspondientes a dos senderos peatonales existentes en el lugar y un
nuevo espacio de forma circular, destinado a la construccion de un monumento

que sera erigido en la intersecciéon de dichos senderos.

Por directivas de proyecto, el espacio destinado al monumento debe poseer un
sendero peatonal que lo rodee, a los efectos de permitir la circulacion de los
paseantes en todo su perimetro logrando, de este modo, la observacion del

monumento en todos sus angulos.

1.a. Sean dos senderos peatonales existentes de 3.00m de anchura total
perpendiculares entre si. Disponga geométricamente un espacio circular libre de
12m de diametro destinado al monumento, con centro en la interseccion de los
ejes de los senderos mencionados. Disefie una nueva circulaciéon de 3m de ancho

que rodee el espacio destinado al monumento. Represente graficamente.
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Desarrollo de la solucion.

A los efectos de definir geométricamente el problema a resolver y permitir el

posterior replanteo del mismo en el terreno, se selecciona un sistema de referencia

cartesiano, paralelo a los ejes de los senderos existentes y de origen coincidente con

el centro del espacio circular destinado al futuro monumento.

A partir del mismo, se plantea una circunferencia con el diametro especificado por

los paisajistas y luego una nueva circunferencia concéntrica con la anterior, que

materializa la circulacion que rodea al monumento y permite a los paseantes

admirar el mismo. La Figura [1.1]. muestra lo descripto.

N\

/ Espacio
Monumento

20

Sendero A

15 20 25 X 30

Sendero B

Figura. [1.1]. Planteo geométrico del
problema de los senderos y ubicacion del
sistema de referencia utilizado.

1.b. Se requiere el disefio de curvas que constituiran las transiciones entre las

cuatro rectas que definen los limites de los senderos y la circunferencia exterior

que rodea el monumento.

Enfoque I: Se adopta que las transiciones descriptas sean arcos de parabolas

tangentes a la circunferencia y a las rectas simultaneamente, y sus ejes focales

sean paralelos a los ejes de los senderos existentes. Represente graficamente.

El radio de la circunferencia interior es de 6m, y el de la circunferencia exterior es
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de gm. En base al sistema de referencia adoptado, la ecuacion cartesiana de la

circunferencia exterior es:
x? +y? =81 [1.1.]

De acuerdo a las condiciones definidas en el enunciado, el enlace definido entre los
puntos X y W, sera descripto por dos arcos de parabolas. Establecemos los puntos
a partir de los cuales se trazaran las parabolas de enlace en las condiciones
mencionadas, como los puntos de interseccion entre la circunferencia y las rectas
y=x e y=-x. De esta manera se obtendra simetria de los enlaces para cada sendero,

como puede observarse en la Figura [1.2].

2 2
{x +y?=81_,  A(636,636)m [2]
y=x
x?+y2=81 B(6.36,—6.36)m
{ y=—-x ((-636,636)m [1.3.]

Sendero A y

Sendero B

20 25 X

Figura. [1.2]. Planteo
— | geométrico de los enlaces
parabolicos disefiados de

acuerdo al enfoque I.

En los puntos A, B y C, las parabolas y la circunferencia exterior tendran rectas

tangentes en comun.

A continuacion, obtendremos las ecuaciones cartesianas de las dos parabolas que

pasan por al punto A, luego deduciremos las restantes por simetria. La recta
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tangente a la circunferencia en el punto A tiene pendiente m=-1, ya que resulta
ortogonal a la recta y=x, recta que pasa por el centro de la circunferencia (0,0) y el

punto A de tangencia.

La transicion entre la circunferencia y el borde superior del sendero horizontal, es
decir la recta y=1.5, se describe mediante una porcion de parabola con eje focal

paralelo al eje y.

Esta parabola (P1), debera ser tangente a la recta y=1.5, por lo tanto su vértice W
debe estar ubicado sobre la misma, es decir W(h, 1.5). También debe ser tangente
a la circunferencia en el punto A. Entonces, el punto A pertenece a la parabola y la

pendiente de la recta tangente a la misma en dicho punto es m=-1. Luego:

(x —h)*> =2p(y — 1.5) [1.4.]

. . ) .y d . . .
Derivando implicitamente la ecuaciéon obtenemos d—z = =, expresion que indica la

pendiente de la recta tangente en funcidén de las coordenadas del punto de

tangencia. Para el punto A (6.36, 6.36), tenemos:
6.36 — h
——= ~1 =p=h—-636 [1.5.]

Ademas, las coordenadas del punto A (6.36, 6.36) satisfacen la ecuacién de la

parabola, entonces:

{ p=h—6.36

(6.36 — h)? = 2p(6.36 — 1.5) [1.6.]
_ p =972

p*=972p =p*0 =, jcog [1.7.]

La ecuacion que describe este tramo, entre los puntos W y A, es entonces:
P: (x —16.08)% = 19.44(y — 1.5) 6.36m < x < 16.08m [1.8.]

Para el tramo entre el punto A y el borde lateral derecho del sendero vertical, es
decir la recta x=1.5, utilizamos una parabola con eje focal paralelo al eje x. Por un

procedimiento similar al descripto, obtenemos:
P (y—16.08)2 = 19.44(x — 1.5) 6.36m <y < 16.08m [1.9.]

Por simetria, podemos obtener las expresiones para los restantes tramos:

P;: (x —16.08)2 = —19.44(y + 1.5) 6.36m < x < 16.08m [1.10.]
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P,: (y—16.08)2 = —19.44(x + 1.5) 6.36m <y < 16.08m [1.11.]

1.c. Enfoque II: En el presente caso, se requiere que las curvas que constituyen
las transiciones sean descriptas por arcos de parabolas cuyos ejes focales no

resulten paralelos a los ejes de los senderos. Represente graficamente.

A partir del presente enfoque, se busca que la transicion materializada en el
enfoque anterior por las parabolas P1 y P2, se describa a partir de una unica
parabola rotada de manera que su eje focal no resulte paralelo al eje de los
senderos. Esto implica colocar el vértice de dicha parabola en el punto A y redefinir
los puntos W y X de manera que la parabola resulte tangente a los senderos en los
nuevos puntos W’ y X’. Para ello, se define un nuevo sistema de referencia x’y’
rotado respecto al sistema de referencia original, tal como puede observarse en la

Figura [1.3].

Figura. [1.3]. Planteo
geométrico de los enlaces
parabdlicos disefiados de
acuerdo al enfoque B.

Teniendo en cuenta los diametros de las circunferencias, las coordenadas del punto
A en el sistema de referencia x’y’ son: Axy(0, 9). De esta manera la ecuacion de la
parabola buscada resulta:

P;: x'?2=2p(y' —9) [1.12.]

Dicha parabola debe ser tangente a las rectas que definen los bordes laterales de
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los senderos y que contienen a los puntos W’ y X’. Los versores directores de los

%) y (%\/—17), respectivamente. Por lo

tanto, consideramos la siguiente transformacién ortogonal de coordenadas:

° / 1
nuevos ejes x’ e y’ estan dados por (—2, -

X = PX' [1.13.]
1

m: \/51 \/15 [;’] [1.14.]
"z V2l

La matriz P tiene por columnas a los versores directores de los nuevos ejes
coordenados x’ e y’. Operando con la expresion [1.14.] aplicada a las rectas y=1.5y

Xx=1.5, obtenemos sus ecuaciones en el nuevo sistema:

y'=x"+15 V2 ; y'=—-x"+15 V2 [1.15.]

De esta manera, el problema se reduce a hallar el pardmetro p de la parabola que
es tangente a las rectas dadas por las expresiones [1.15.], de pendientes +1y -1y
cuyo vértice es el punto A. Para ello, derivamos implicitamente la ecuacion de la

dy’

= m) por m=1y por

parabola [1.12] y reemplazamos la pendiente de la recta (

m=-1, en los puntos W’ y X’ respectivamente:

2l = 20 2| =2

x'\w, = Poal =2p [1.16.]
wr

X'Nwir=p; x|y, =-p [1.17.]

Los puntos W’ y X’ pertenecen tanto a las rectas dadas por las ecuaciones [1.15.],
como a la parabola dada por la ecuacion [1.12.]. Por lo tanto, al plantear el sistema
dado por las ecuaciones [1.12.], [1.15.] y [1.17], podemos hallar la siguiente ecuacion

de segundo grado en la incognita p, dada por el parametro de la parabola:
—p? +13.7574p = 0 [1.18.]

En virtud que la soluciéon p = 0 carece de sentido geométrico, el parametro de la

parabola buscada es: p = 13.7574.

De esta manera, la parabola con vértice en el punto A tangente a las rectas que

definen los senderos en el sistema de referencia x’y’ (P5), es:
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Ps: x'? =27.5148(y' — 9) [1.19.]

De manera adicional, es posible establecer una rotaciéon de la parabola hallada y

encontrar la ecuacién de la misma en el sistema de referencia xy original:

X =PTX [1.20.]

1 1
x| _ V2 V2|
[y’] =11 1 ] [y] [1.21.]
1z vzl
Con lo que se obtiene:
Ps. x? — 2xy + y? — 38.91x — 38.91y + 495.27 = 0 [1.22.]

En el caso de las pardbolas con vértice en los puntos B 'y C (P6 y P7
respectivamente), desarrollando un analisis analogo al anterior nos permite hallar

las siguientes ecuaciones:
Pg. x? + 2xy + y* — 38.91x + 38.92y + 495.27 = 0 [1.23.]

P, x* + 2xy + y? + 38.91x — 38.92y + 495.27 = 0 [1.24.]
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2.2,

Problema 2. Diseno de una zona de recreacion.

En la etapa de anteproyecto de un barrio residencial es necesario disefiar areas
peatonales alrededor de una laguna artificial existente, con fines recreativos.
La laguna tiene forma eliptica, y las areas peatonales también seran elipses,

con centro y excentricidades coincidentes con la laguna.

Area Tematica: Ingenieria. Arquitectura. Disefo.

Nivel: INTERMEDIO

Descripcion del problema.

Se dispone de un amplio terreno ubicado en el Gran Mendoza, el cual sera
destinado a la urbanizaciéon de un barrio residencial. El terreno reservado se
encuentra delimitado por dos avenidas existentes perpendiculares entre si,
denominadas Av. Norte y Av. Este respectivamente. Las mismas seran
consideradas ejes de referencia del problema a resolver.

El barrio incluye un amplio sector de esparcimiento que cuenta con una laguna
central artificial existente de forma eliptica. A partir del contorno de dicha laguna,
los arquitectos disenadores desean construir una pista de circulacion peatonal y un
4rea de entretenimiento y descanso. Estas deben ser de forma eliptica y a su vez
poseer igual centro y excentricidad que la elipse que configura el borde de la laguna
artificial existente en la zona. En forma adicional, dichas elipses deben poseer un
eje mayor de 230m y 340m, respectivamente. La Figura [2.1]. muestra la ubicaci6on

de las avenidas y las areas elipticas descriptas.

2.a. Determine la ecuacion de la elipse que delimita el borde de la laguna.

Represente y verifique graficamente las soluciones obtenidas.
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Av. Norte

Av. Este

Desarrollo de la solucion.

Figura. [2.1]. Croquis general
de ubicacién en planta de los
elementos constituyentes del
problema.

A los efectos de cumplir con los objetivos planteados, es necesario en primer lugar

identificar adecuadamente la elipse que configura la laguna eliptica existente. Para

ello, se relevaron las coordenadas de los puntos A, B, C y D, que constituyen los

extremos de los semiejes mayor y menor de la laguna. La Tabla [2.1] muestra las

coordenadas de los puntos relevados, medidas con relaciéon a las avenidas Este y

Norte, adoptadas como ejes x e y respectivamente.

Tabla. [2.1]. Coordenadas de los
vértices de la elipse que configura la

P Coordenada x | Coordenaday
unto
[m] [m]
A 140.00 220.00 laguna existente.
B 300.00 100.00
C 197.50 130.00
D 242.50 190.00

A partir de dichos puntos, es posible determinar las longitudes de los ejes mayor y

menor, es decir, ||AB|| y ||CD|| (ver Figura [2.1].):

AB = OB — 04 = (300.00 — 140.00,100.00 — 220.00)
= (160.00,—120.00)

IAB|| = \/(160.00)% + (—120.00)2 = 200.00m

CD = 0D — 0C = (242.50 — 197.50,190.00 — 130.00)
= (45.00,60.00)

ICD|| = /(45.00)2 + (60.00)2 = 75.00m
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» ”

Se plantea un sistema de referencia x”y” respecto del cual la elipse se encuentra en
su posicion estandar. Las direcciones de los ejes de dicho sistema coinciden con las
correspondientes a los vectores AB y CD. De esta manera, determinando los
versores u: y u= de dichas direcciones, obtenemos las columnas de la matriz de

transformacion de coordenadas, P.

AB _ (160.00,—120.00)

= = 2.5.
1= B 200.00 [25]
4 3
=(= == 2.6.
th (5' 5) [26.]
_ €D (45.00,60.00)
2= cp) T 75.00 [2.7.]
34
H2 = (E’E) [2.8.]
Con la informacién obtenida, la matriz P queda definida por:
4 3
5 5
P=1% 3 [2.9.]
5 5
En la misma, es necesario verificar:
|P| =1 [2.10.]

De acuerdo al orden de las columnas de la matriz P, se determina que el eje x",
posee la misma direccién que u:, o lo que es equivalente al vector AB. En tanto que
el eje y” tiene la misma direccion que u-, o lo que es equivalente al vector CD. Se
considera como origen del sistema de referencia x”y” al centro de la elipse, tal

como se puede visualizar en la Figura [2.2]. Es decir, el origen del sistema de

»_ )

referencia x”y” es el punto medio del segmento AB cuyas coordenadas son

0"(220.00,160.00),,, m.

Con estos datos, la ecuacion de la elipse que modela la laguna respecto del sistema

»_ )

de referencia x”y” esta dada por la siguiente expresion:

xuz ynz
+

(100.00)2 ' (37.50)% _ 1 [2.11.]

” ”

El origen del sistema x”y” respecto a un nuevo sistema de ejes coordenados
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x'y’ paralelos a los anteriores y con origen en la interseccion de las dos avenidas

(ver Figura [2.2]), est4 dado por sus coordenadas 0" (h, k) .y,

Figura. [2.2]. Analisis de los datos
en los diferentes sistemas de
referencias para el problema.

-50

Para determinar las coordenadas del centro 0" en el sistema de referencia x'y’
utilizamos la ecuacién de transformacion de coordenadas (PTX = X’) que permite

obtener las coordenadas del punto 0" en el sistema x'y’:

4 3
5 5 [220 00] [80.00]
3 160.00) ~ 1260.00
5 5

Por lo tanto, 0"(80.00,260.00),,,,. A partir de las coordenadas del centro es

posible establecer las correspondientes ecuaciones de traslacion:

{ x" =x —80.00 [2.12.]

y'" =y"—260.00

Sustituyendo [2.12.] en [2.11.] y trabajando algebraicamente obtenemos la

ecuacion de la elipse que delimita la laguna en el sistema de referencia x’y’:

(x' — 80.00)>2 N (v’ —260.00)* )
100.002 37.502 B [2.13.]

x'? 160.00x" 80.002  y'>  520.00y’

100.002 100.002 ' 100.00%2 = 37.502  37.502
260.002

+ 37.502

[2.14.]
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12 12

X 4 y 160.00x" 520.00y’ 4 80.007
100.002 * 37.502 100.00% 37.502 100.002
N 260.002 100 = 0 [2.15.]
37.502 R
1406.25x'% — 225000.00x" + 10000.00y’2 —5200000.00y' [2.16.]

+ 670937500.00 = 0

Expresando la ecuacion [2.16] en forma matricial y aplicando el teorema

fundamental de los ejes principales en R?, tenemos que:

v [1406.25 0 ”x]
0 10000.00] [y’
+ [—225 000.00 —5200000.00][;] [2.17.]

+ 670937500.00 = 0

Denominando:
, x' 1406.25 0
X.=1|,; D=
! [y ! [ 0 10000.00] [2.18.]

K} = [-225000.00 —5200000.00] ; f; = 670937500.00

Siendo la matriz D; = P;TA;P; es posible obtener la matriz A; de la siguiente

manera:
Ay =P.D,P,7 [2.19.]
A1 = ([—43{/55 iﬁ [14006 * 10080.00]) gﬁ _4%S [2.20.]
43
155 g
5 5
41=[117500 690625 (2221
A partir de la ecuaciéon K,' = K, P, obtenemos la matriz K:
K, =K,'P, [2.23.]
Ky = [-225000.00 —5200000.00] gﬁ _43/{;5 [2.24.]
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K, = [-3300000.00 —4025000.00] [2.25.]

Conociendo las matrices A, y K4, podemos determinar la ecuacion de la elipse que

modela la laguna, cuya representacion se visualiza en la Figura [2.3]:

4500.00x2 + 8250.00xy + 6906.25y2 — 3300000.00x [2.26.]
— 4025000.00y + 670937500.00 = 0

Figura. [2.3]. Representacion
grafica de la elipse que constituye la
laguna en estudio y los sistemas de
referencia utilizados.

2.b. Obtenga una expresion para describir las elipses que tienen igual centro y

excentricidad que la elipse que delimita la laguna.

Analizando la informacién que nos brinda el problema acerca de la pista de
caminata y de la zona de juegos, disponemos como datos las longitudes de los ejes
mayores de las elipses que describen dichos sectores, junto con el requerimiento
que las excentricidades coincidan con la correspondiente a la elipse que describe el
borde de la laguna. Por lo tanto, utilizando el concepto de familia de elipses,
obtendremos una expresion para describir elipses que tienen igual centro y

excentricidad que la elipse que delimita la laguna. La excentricidad se define como:

e=- [2.27.]
donde c es la semidistancia focal de la elipse y a es la longitud del semieje mayor
de la misma. A partir de los datos del problema, analizaremos la excentricidad e

con los datos de la elipse que modela la laguna.
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Conociendo la longitud del semieje mayor a = %IIABII = 100m y la longitud del

semieje menor b = % ||CD|| = 37.5m calculamos la semidistancia focal a partir de la

siguiente expresion:

a? — b? = c? [2.28.]

(100.00m)? — (37.50m)? = ¢? [2.29.]

¢ =92.7025m [2.30.]
Por lo tanto, la excentricidad de las elipses buscadas es: ¢ = % = 0.927

Considerando el sistema de coordenadas x''y", la familia de elipses con igual

excentricidad esta determinada por:

xl/2 y”2
Ztaoa=] (231

Como ¢ = e.q, es posible sustituir en la expresion anterior y obtenemos:

"2 "2

X Y

= 2.32.
a2 +a2—(e.a)2 1 [2.32.]

Operando algebraicamente y conociendo el valor de e, tenemos que:

XHZ yHZ

2 Taa—eny ! [2.33.]

x'""? y'"?

2 Yea—o9z = ! [2.34.]
Es decir, podemos definir a la familia de elipses con e = 0.927 , como:

x,/2 y,/2

T toag =1 > 100 [2.35.]

2.c. Determine las ecuaciones de las elipses que delimitan la zona de caminata

alrededor de la laguna y el borde externo de la zona de juegos.

Para determinar la ecuacion de la elipse que modela la pista de caminata, se
dispone del dato de 230.00m correspondiente a la longitud del eje mayor de la

misma. De esta manera, si denominamos E y F a los puntos extremos del mismo,
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podemos escribir las siguientes expresiones:

1 230.00m
a =~ ||EF|| = =——— = 115.00m [2.36.]

Sustituimos el valor hallado en ecuacién [2.35], para obtener la ecuacion de la

Mo,

elipse en el sistema de coordenadas x”y”:

" + v =1 [2.37.]
115.002 ° 0.1407(115.00)> 37
112 "2
X
SRt [2.38.]

115.002 * 43.1362

Para expresar la ecuacion de esta elipse en el sistema de referencia inicial
establecido para la descripcion del barrio, es decir el sistema xy, sustituimos las

ecuaciones de traslacion [2.12] en [2.38]:

(x' —80.00)> (y'—260.00)>

2.30.
115.007 + 43.1362 [2.39.]
Desarrollando algebraicamente esta tltima expresion, obtenemos:

1860.7145x'% — 297714.32x' + 13225.00)/'2 — 6877000.00y' [2.40.]

+ 881310623.60 = 0
Al expresar la ecuacién en forma matricial y aplicar el teorema de los ejes
principales en R?, tenemos que:
0 13225.00! [y’
x' [2.41.]
+[-297714.32 —6877000.00] y' + 881310623.60
=0

Designamos:

. _[¥1. , _[1860.7145 0o .
X2 = [y] D2 = [ 0 13225.00]’ [2.42.]

K, = [-297 71432 —6877000.00] ; f> = 881310623.60

Para expresar la ecuacion del borde externo de la pista de caminata en el sistema

xy, obtenemos la matriz A4,, a partir de:

Az = P1DoPy! [2.43.]

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt. 30



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Problemas Integradores y de Aplicacion

A _([ 4/5  3/5 [1860.7145 0 D 4/5 —3/5
2 = \|=
3/5 4/5 0 13225.001/ [3/5 4/5 [2.44.]

A, — [5951.86 5454.86] (2.45]

2~ [5454.86 9133.86 45
Calculamos la matriz K,:

KZ = K2’P1T [2.46.]

B 4/5 =3/5 )

K, = [-297714.32 —6877000.00] 35 4/5 [2.47.]

K, = [- 4364371.46 —5322971.41] [2.48.]

Conociendo las matrices A, y K,, podemos determinar la ecuacion de la elipse que
modela el borde exterior de la pista de caminata en el sistema xy, cuya

representacion grafica es posible visualizar en la Figura [2.4]:

5951.86x2 + 10 909.72xy + 9133.86y% — 4364371.46x
— 5322971.41y + 881310623.60 = 0 [2.49.]

Figura. [2.4].
Representacion grafica
de la elipse que define
la pista de caminatas.

Procediendo de igual modo, se deja al lector la tarea de verificar que la ecuacion de
la elipse que modela el borde externo de la zona de juegos, respecto del sistema

xy esta dada por:

13006.64x2 + 23840.04xy + 19960.00y? — 9537326.46x

[2.50.]
—11632005.14 y + 1865508634.00 = 0
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Cabe observar que dicha ecuacién se obtuvo realizando una aproximacion en el
valor del semieje menor, de 63.77m.

La Figura [2.5] permite observar las tres elipses analizadas en el problema:

y
w

300
250

200 Figura. [2.5].
Representacién grafica
de las elipses analizadas
y los diferentes sistemas
de referencia utilizados

para la resolucion del

150
100

50
problema.

=50

¢Qué ocurre con la distancia focal de las elipses cuando la excentricidad
es constante?

En el problema anterior, tenemos que los valores de los semiejes de las tres elipses son
. o . . c .
diferentes y que la excentricidad es constante. Siendo e = —, hecesariamente la

distancia focal se modifica.
Si cambiamos esta restriccion a que la distancia focal sea constante, lo que se

modificara sera la excentricidad. Las Figuras [2.6]. y [2.7] ilustran las dos situaciones
descriptas.

Av. Norte

6.5 A -
’ ~ L S~
Av. Norte o N ‘
£ E a * \ E A
o . \ ~=33s
h P S \ r S35
i R Y B \ N
i N . S \ D~
\ N \
\ ~ (o] \ 1
% N F) B !
v Cosl f“ ] »C \
. ~--tgF N VB
- 4
«'H ~—--* JF \

Av. Este

Av. Este

Figura. [2.6]. Representacion una familia de Figura. [2.7]. Representacion una familia
elipses con distancia focal constante. de elipses con excentricidad constante. 7
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2.3.

Problema 3. Diseno de la portada de un libro de ciencias.

El Departamento de Disefio Grafico de una empresa editorial se encuentra
abocado al bosquejo de la portada de un libro de ciencias proximo a publicarse.
La idea grafica principal implica la representaciéon de una Espiral de
Arquimedes cuyo origen se encuentre ubicado en el punto central de un espacio

delimitado por las dimensiones de una hoja tamano A5 segiin Normas IRAM.
Area Tematica: Ingenieria. Arquitectura. Disefio.

Nivel: BASICO

Descripcion del problema.

La denominada espiral de Arquimedes es una curva plana que puede definirse
como el lugar geométrico generado por la trayectoria que describe una particula
que se desplaza a velocidad constante sobre una recta que gira respecto a un punto

con velocidad angular también constante.

3.a. A partir del centro de la portada del libro, se busca que el desarrollo de la
espiral ocupe el mayor espacio posible para un nimero entero de ciclos. Bajo
este criterio se solicita la presentacion de tres propuestas para su analisis, junto
con la ecuacion de los lugares geométricos asociados y la determinacion de

puntos caracteristicos de los mismos.

Desarrollo de la solucion.

La ecuacion en coordenadas polares de una espiral de Arquimedes esta dada a

partir de la siguiente expresion:

p(8) = ab [3.1.]

En la misma, a es una constante asociada a la distancia que existe entre dos espiras

consecutivas de la espiral.

Llamamos s a la distancia entre dichas espiras medida sobre el eje polar. Para el
caso de una espira genérica 1 y la consecutiva i+1, considerando el angulo 6 en

radianes tendremos:
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p(O)|; = ai2n [3.2.]

p(Oliv1 = a(i+1)2n [3-3]
Con lo cual la distancia entre ambas espiras resulta:
s=a(i+1)2r — ai2rw = a2n [3.4.]

La Figura [3.1] muestra un ejemplo de espiral de Arquimedes, en la cual se han

representado 4 espiras completas para un valor de a=2.

1 20 30 40 60

/_
\«

Figura. [3.1].
Espiral de
Arquimedes
representada con 4
espiras y un valor
de a=2.

Determinacion de las espirales adecuadas al diseio solicitado.

Las espirales a determinar deben ser inscriptas en un espacio definido por una hoja
de papel tamano normalizado A5 de acuerdo a normas IRAM (Instituto de
Racionalizacion Argentino de Materiales). La consulta de dicha norma indica que

las dimensiones de trabajo seran: ancho b=148mm y altura h=210mm.

Del anélisis de dichas dimensiones y teniendo presente que es necesario que la
espiral ocupe el mayor espacio posible para un ntimero entero de ciclos, se
desprende que, para la ubicacion del origen de coordenadas en el centro de la hoja,
la dimensién que determina el limite dado es b/2=74mm. A los efectos de
desarrollar en dicha dimensién un ntimero entero de espiras (n), se debe cumplir

que:
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na2mw = 74mm [3.5.]

De esta manera a partir de la expresion [3.5], conociendo la cantidad de espiras

que se busca representar se obtienen los respectivos valores del parametro a.

En la Tabla [3.1] se expresa el valor de a correspondiente a tres nimeros diferentes

de espiras completas.

Espiras a Tabla. [3.1]. Valores

[mm] de la constante a

2 5-888733 correspondientes a

g 2-350493 diversos valores de n.
1.472183

Teniendo en cuenta dichos valores, las correspondientes ecuaciones polares de las

curvas analizadas estaran dadas por:

p(0)|p=p = 5.89 6 [3.6.]
p(0)|pes = 2.36 6 [3.7.]
p(@)|n=g = 1476 [3.8.]

La Figura [3.2] muestra la representacion grafica de las 3 espirales desarrolladas a

partir de las ecuaciones anteriores, inscriptas en la hoja de formato solicitado.

Figura. [3.2]. Representacion grafica de la solucion al problema planteado a partir de 3
espirales de Arquimedes con 2, 5y 8 espiras enteras.
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Por otra parte, la Tabla [3.2] permite observar el calculo de puntos caracteristicos,

en este caso los puntos de interseccion de las tres espirales diseniadas con el eje

polar.
B Espiral 1 Espiral 2 | Espiral 3
a=5.88873 a=2.35549 a=1.47218

[rad] [mm] [mm] [mm]

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

3.1416 18.5000 7.4000 4.6250

6.2832 37.0000 14.8000 9.2500

9.4248 55.5000 22.2000 13.8750
12.5664 74.0000 29.6000 18.5000
15.7080 37.0000 23.1250
18.8496 44.4000 27.7500

21.9911 51.8000 32.3750
25.1327 59.2000 37.0000
28.2743 66.6000 41.6250

31.4159 74.0000 46.2500
34.5575 50.8750
37.6991 55.5000 Tabla. [3.2]. Puntos
40.8407 60.1250 de interseccion con el
43.9823 64.7500 eje polar.
47.1239 69.3750
50.2655 74.0000

Referencia Historica

La espiral de Arquimedes también conocida como espiral aritmética o espiral
uniforme fue cuidadosamente estudiada por el fisico, astronomo y matematico
griego Arquimedes de Siracusa, (288 a.C., 212 a.C.). En su libro “De Las
Espirales”, (On Spirals), analizd en detalle importantes aspectos asociados a
esta curva tales como la distancia entre espiras, las caracteristicas de desarrollo
de la espiral y ciertas propiedades de las 4reas contenidas entre espiras, entre
otros. Algunos resultados notables dados por sus estudios consisten en la
obtencion de los procedimientos a partir de los cuales la utilizacién de la espiral
se aplica al calculo de longitudes de arcos de circunferencia, a la resolucion del

tradicional problema de la cuadratura del circulo y a la trisecciéon de un angulo.

Es importante notar que la representaciéon de la espiral de Arquimedes no
puede ser resuelta con la utilizacion exclusiva de regla y compés tal como

requeria en su momento el clasicismo geométrico griego.
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2.4.

Problema 4. Geometria de una tirolesa.

Una tirolesa esta formada por un cable de 130 m de largo fijado a 2 puntos que
se ubican segiin se muestra en la Figura [4.1], con una diferencia de altura de
40 metros y una distancia entre las bases de las torres de fijacion de 113,14
metros (80v2 m). Hay un bosque situado entre los 55 y los 75 metros, medidos

horizontalmente desde la base, con picos que alcanzan los 18 metros de altura.

Area Tematica: Ingenieria.

Nivel: AVANZADO

Descripcion del problema.

100

90

80

F1 (0, 70)

Partida (15, 42,84)

F2 (113,14, 30)

oA
Llegada (108, 20,2) /

Figura. [4.1]. Geometria de la tirolesa.

La tirolesa es un sistema mecanico que utiliza un cable fijo entre dos puntos e
histéricamente ha sido muy usada en la construccion. Hoy en dia su utilizacién mas
comin es en entretenimiento. El sistema consiste en fijar un cable a dos puntos y

colocar un carro que desliza sobre el mismo.
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4.a. Se requiere la determinacion de la ecuacion del lugar geométrico que definen
los puntos de la trayectoria seguida, tomando como referencia la base de la torre

de salida y el nivel de terreno.

Desarrollo de la solucion.

Dado que la distancia a los puntos de fijacion (F1 y F2) es igual a la longitud del
cable que se mantiene constante, podemos modelar la trayectoria como el lugar
geométrico de los puntos de un arco de elipse que tiene como focos a los puntos de
fijacion.

Tomaremos como sistema de referencia un par de ejes cartesianos horizontal y
vertical que tienen como origen la base de la torre de salida (ver Figura [4.1.]). Las

coordenadas de los puntos F1y F2 respecto a este sistema son:

F,(0,70) [4.1.]
F,(80vZ, 30) [42]

Plantearemos una base B respecto de la cual la ecuacion de la elipse no tenga
términos asociados a rotacidon ni traslaciéon. Para ello, debemos situarnos en el
punto medio entre los dos focos (centro de la elipse) y tomar como alguno de los
ejes coordenados a la recta que contiene a los focos, denominada eje focal (ver

Figura [4.2.]).

Figura. [4.2].
Evolucién de la
posicidén del carro
describiendo un
arco eliptico desde
la partida hasta la
llegada.
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A continuacion, buscamos vectores by y b, que conformen una base ortonormal
para definir un sistema de referencia respecto del cual la elipse esté en su posicion
normal. El primer vector de la base tiene la direccion del vector que une ambos

focos, es decir:

b1=

FyF, (80v2,—40)  (80v2,—40) [(2v2 -1
: R Ry

IFyFall 120 3 '3
e \/(80\/5)2+402

El segundo vector de la base es paralelo al semieje menor de la elipse, de manera
tal que junto con el vector b; determinen una base ortonormal. Por lo tanto, b, es

un vector unitario perpendicular a b, y resulta:

by = (%2% [4.4]

Para determinar las coordenadas del centro de la elipse respecto del sistema de

referencia inicial, planteamos la siguiente suma vectorial (ver Figura [4.3.]):

1
OC = OF; +5FyF, [4.5.]

1 [4.6.]
0C = (0,70) +5 (80V/2, —40)

0C = (40v2,50) 47

Por lo tanto, las coordenadas del centro de la elipse son: €(40v2, 50).

50
Partida

Figura. [4.3].
Representaciéon
grafica de la
trayectoria de la
tirolesa.

40
30

ML\egefda

20

0 10 20 30 /dU 50 60 70 80 90 100 10 120 130
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Transformacion de coordenadas.

El vector que se extiende desde el origen de coordenadas hasta un punto genérico

P (x,y) se expresa de la siguiente manera:

OP =0C+CP [4.8.]

(x,y) = (40v2,50) + (x,y) [4.9.]

Igualando componente a componente, obtenemos:

{x = 402 +x [4.10.]
y=50+y

Las ecuaciones [4.10.] corresponden a ecuaciones de traslacion entre el sistema de
ejes coordenados inicial xy y un nuevo sistema de ejes coordenados x'y’ paralelos

a los anteriores, con origen en el centro C de la elipse (Ver Figura [4.3]).
Por otra parte, un vector CP en la base B se expresa de la siguiente manera:
CP = k1 bl + k2 bZ [4.11.]

siendo k; y k, las componentes del vector en el nuevo sistema de referencia, es

decir: x”=k, y”=k-. Por lo tanto, podemos escribir el vector de coordenadas (CP)p:
(CP)g = (x",y") [4.12.]
Matricialmente podemos escribir:
CP = Q[CP]g [4.13.]

donde la matriz Q de transformacién de coordenadas tiene por columnas los

vectores de la base By por lo tanto esta dada por:

[blx bl (25 Vs [4.14.]
=[x ]: 4.14.
1y 2y —1/3 2\/7/3

Y la matriz de coordenadas [CP]p esta dada por: [CP]p = Zl] = [;]
2

De la expresion [4.13.] obtenemos:
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[CP]z = Ql.CcP [4.15.]
Observamos que, siendo Q una matriz ortogonal, se cumple que Q1 = QT .

En el sistema de referencia x"y", cuyos versores directores son los de la base B,

podemos escribir la ecuacién de la elipse:
X
o+l =1 [4.16.]

La longitud del cable (130 m), coincide con la suma de las distancias a los puntos
fijos llamados focos. Por lo tanto, 2a = 130, de donde obtenemos el valor del
semieje a:

a =65 [4.17.]

La distancia entre los focos, 2 c, esta dada por:

2¢ = ||[F1F,|l = \/(80\/5)2 + (—40)2 = 120 [4.18.]
Es asi que la semidistancia focal resulta:
c =60 [4.19.]

Calculamos el valor del semieje b, a partir de la siguiente relacion:

[4.20.]
b =+a? —c? =652 — 602 = 25 4
Luego la ecuacion de la elipse en el sistema x"y" queda:
xnz yuZ [4.21.]

=1
652 = 252

En forma matricial podemos escribir esta tiltima ecuacion de la siguiente manera:

[CP]5"D [CP]g + K[CP]g+f =0 [4.22.]
1
Siendo: [CP]y = [x] p=|% | k=10 oLr=-1
. B y" ’ 0 % ’ )
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e O
3|68 L‘ [;] _1=0 [4.23.]
252

A los efectos de obtener la ecuacion de la elipse en el sistema x'y’, sustituimos la

expresion obtenida para la matriz de coordenadas [CP]g

[CP]lg = QT CcP
[4.24.]
en la ecuacion [4.23.]:
CPTQ—I TD Q—ICP —1=0 [425]
Reemplazamos las matrices por sus elementos y desarrollamos:
1
22 1 — 2v2 -1 26.
Xy /s s ‘652 0 l /3 /3M ] [4.26.]
~1 2V2 L1l 1 2V2
/3 /3 0 5oz /3 /
I[ 41 3242 1 [4.27.]
. ..13252 3252
X | I[ ]
ey ]l32\/§ 153J
3252 3252
41x% 64V2xy 153y [4.28.]

3252 * 3252 * 32572

Se requiere la ecuacion de la trayectoria en el sistema xy, por lo que usamos las
ecuaciones de traslacion de coordenadas:

{x = 40V2 +x'

y =504y [4.29.]

Sustituimos [4.29] en [4.28] y desarrollamos:

41 (x — 40V2)" | 64 V2 (x — 40V2)(y — 50) 153y~ 50)2

=1
32572 3252 3252

41 (x — 40v2)" + 64 V2 (x — 40VZ)(y — 50) + 153 (y — 50)? = 3252
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41(x? — 80v2x + 3200) + 64v2(xy — 50x — 40v2y + 2000v2)
+153(y? — 100y + 2500) = 3252

41x2 — 3280V/2x + 131200 + 64v2xy — 3200v/2x — 5120y + 256000 + 1532
— 15300y + 382500 — 3252 = 0

41x% + 64+2xy + 153y% — 6480V2x — 20420y + 664075 = 0 [4.30.]

Debemos restringir los valores que pueden tomar las variables x e y para que
representen los puntos buscados, ya que no todos los puntos de la elipse son puntos

de la trayectoria (ver Figura [4.3.]).

41x% + 64V2xy + 153y2 — 6480v2x — 20420y + 664075 = 0
15 <x < 108 [4.31.]
202 <y < 42,84

4.b. Considerando que existe conservacion total de la energia (no hay
rozamiento con el cable), mediante un analisis energético, es necesario verificar

que una persona no alcanzara una velocidad superior a los 80 km/h.

Recordemos de los principios de la Fisica que, si s6lo la gravedad realiza
trabajo, la energia mecanica total del sistema (E) se mantiene constante. La
energia mecanica del sistema se obtiene sumando la energia potencial
gravitatoria (U) y la energia cinética (K).

E=U+K = cte

U =mgh

1
K = =mv?
va 7

En el punto de partida P; (15, 42.840), tenemos:

Uy = mgy, [4.32.]
1

K, = —‘rnvl2 = [433]
2

Ey = Uy + Ky = mgy, [4.34.]
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Punto de maxima velocidad.

El punto de maxima velocidad sera el punto de altura minima, donde tendremos el
minimo valor de energia potencial gravitatoria (U) y el maximo valor de energia
cinética (K). Podemos averiguar este valor obteniendo el punto de la trayectoria
donde la pendiente de la curva es nula. Para obtener dicho punto, a partir de la

ecuacion de la elipse dada por:

41x% + 64+2xy + 153y% — 6480V2x — 20420y + 664075 = 0 [4.35.]

derivamos implicitamente:

82x + 64V2(xy" +y) + 306y y* — 6480V2 — 20420y" = 0 [4.36.]
y'(64v2x + 306y — 20420) = —82x — 64V2y + 6480v2 [4.37.]

. —82x — 642y + 648042 [4.38.]
y =

64+/2x + 306y — 20420

Igualamos a cero:

_ —82x — 642y + 64802

[4.39.]
64+/2x + 306y — 20420
0 = —82x — 642y + 64802 [4.40.]
y obtenemos
_ —82x + 6480v2 [4.41.]
Y 642
Reemplazamos en la ecuacion general de la elipse:
2
—82x + 64802 —82x + 64802
41x% + 64/2x 5 +153 ( 5 ) — 6480V2x
64+/2 642 [4.42.]
—82x + 64802
— 20420 + 664075 = 0
642
153
41x? — 82x?% + 6480V2x + 3192 (6724x% — 1062720V2x + 83980800) — 6480v2x
209305x
4+ 2067525 + 664075 = 0

8v2
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692900

2 _ = [4.43.]
105 X~ 9569.42x +165039.0625 = 0

Las raices de la ecuacion de segundo grado obtenida son:
xXq = 21.23 [4.44.]
x, = 91.9066 [4-45.]

La raiz x;,=91.9066 es la que debemos considerar para el céalculo del punto de
minima altura, mientras que x,=21.23 corresponde al punto de maxima altura (que

esta fuera de los puntos posibles de la trayectoria).

Reemplazamos x;, en la ecuacidon general de la elipse para hallar el valor de ymin,
con el cual podemos determinar la energia potencial gravitatoria asociada
Uy, = Upin = MgYmin - La energia cinética K, en dicho punto, serd Ila

correspondiente a la méxima velocidad.

Vmin = 17.9844m [4.46.]
Uz = Upin = MGYmin [447]

1 438.
K, = Emv%ax [4.48.]

Considerando que
Ul + Kl = UZ + KZ = cte [4°49°]

Reemplazamos [4.34.], [4.47.]1y [4.48] en [4.49.]:

1 [4.50.]
mgy, = mgYmin + Emvﬁlax
De esta expresion podemos evaluar la velocidad méaxima:
1 2
91— Ymin) = 2 Vmax [4.51.]
_ 08m 3600s 1km 9.5 km
Vmax = 2400 T 1000m R [4.52.]

Por lo tanto, se verifica que v,,4, < 80 km/h.
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4.c. Se requiere la verificacion de que la trayectoria de la tirolesa no sera

interrumpida por el bosque.

Si bien sabemos que el punto de altura minima del recorrido sera cercano a los 18
metros, éste se produce a 91.9 metros de la base, por lo que deberemos evaluar el
valor de la variable y para el rango de valores de x en los que se encuentra el bosque,

es decir, para 55 < x < 75.

Sabemos que la pendiente de la elipse es negativa en ese rango de valores, debido
a que ésta cambia de signo en x,=21.23 y en x,=91.9. Esto nos garantiza que la
ordenada y sera decreciente desde x;,=21.23 hasta x,=91.9. Por ello, evaluamos el
valor de y para x= 75, y podemos garantizar que para el resto de los valores de x
que pasan por encima del bosque, tendremos alturas superiores a la

correspondiente a la abscisa x = 75.

Reemplazamos el valor mencionado de x en la ecuacion de la elipse:
41x2% + 64V2xy + 153y% — 6480v2x — 20420y + 664075 = 0 [4.53.]

X=75:
41(75)2 4+ 64V2(75)y + 153y% — 6480V2(75) — 20420y + 664075 = 0

153y2 + (4800v2 — 20420)y — 486000v2 + 894700 = 0 [4.54.]
Resolvemos la ecuacion cuadratica y obtenemos:
y1 = 69.629 [4.55.]

y, = 19.468 [4.56.]

El punto de la trayectoria que estamos evaluando es (75, 19.468), que tiene una
altura superior a los 18 metros de los picos del bosque. Por lo tanto, queda

verificado que no habra problema al atravesar este lugar.
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2.5.

Problema 5. Modelos de reconocimiento facial.
Se desea disefiar un programa computacional para un sistema de seguridad
que permita el reconocimiento facial de un individuo y logre identificarlo a

partir de una base de datos.

Area Tematica: Ingenieria. Computacion. Biometria. Procesamiento de

imagenes.

Nivel: AVANZADO

Descripcion del problema.

Se cuenta con una tecnologia que logra identificar ciertos puntos caracteristicos del
rostro a partir de una imagen digital del mismo. El principal objetivo es optimizar
el proceso de bisqueda mediante la reduccion del tiempo y costo computacional,

para que el programa sea ttil incluso con bases de datos extensas.

Se estudian dos alternativas para estructurar la bisqueda. La primera que surge
naturalmente, una vez reconocidas las coordenadas de los puntos preestablecidos
del rostro del individuo, es identificar al mismo a partir de la comparacioén directa
entre dichas coordenadas y las de la base de datos existente. Este primer planteo,
si bien es simple, puede no ser eficiente en cuanto al costo computacional asociado.
Por lo tanto, se propone una alternativa que permita asociar la mayor cantidad de
informaci6n a la menor cantidad de pardmetros posible y asi mejorar el proceso de

buasqueda.

A modo ilustrativo, y por simplicidad en el desarrollo del problema, se asumen
como hipoétesis que el rostro es simétrico respecto de su eje central y se trabaja
sobre el plano, es decir, en dos dimensiones. Téngase en cuenta que, en la realidad,
dicha tecnologia se complejiza introduciendo mayor cantidad de parametros y sin

considerar las hipotesis previas.

Se cuenta con la informacion de un individuo que se muestra en la Figura [5.1],

obtenida a partir de la tecnologia de reconocimiento facial.
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En la Tabla [5.1] se detallan las coordenadas de los puntos caracteristicos para un

individuo en particular, respecto a un sistema de coordenadas cartesianas con

origen en el punto O (ver Figura [5.1]).

x. .
Punto ' Vi
[cm] [em]
(0] 0.0 0.0
Tabla. [5.1]. Coordenadas
P1 -1.9 3.1 rectangulares de los puntos
caracteristicos del rostro de
P2 -4.8 4.9 un individuo.
P3 -3.8 8.2
P4 -1.4 8.0

Desarrollo de la solucion.

Como se mencion6 previamente, la primera propuesta de basqueda consiste en la
comparacion directa de las coordenadas de los puntos obtenidos P, a P, del
individuo a identificar, con las coordenadas de los puntos registrados en la base de
datos. Observe que la cantidad total de valores a comparar son ocho (dos

coordenadas por cada punto).
Propuesta de optimizacion de parametros.

La variante de busqueda planteada consiste en asociar la mayor cantidad de datos

disponibles a la menor cantidad de parametros significativos posible. Para ello, se
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utilizaran rectas auxiliares trazadas convenientemente entre los puntos dato y se
obtendra cierto &ngulo entre ellas, que se utilizara para dirigir la busqueda. Se opta
por trabajar en un sistema de coordenadas polares con el polo en coincidencia con

el punto O (segun Figura [5.2]).

Figura. [5.2].
Coordenadas
polares de los
puntos
caracteristicos de
un rostro.

5.a. Es necesario realizar la transformacion de las coordenadas correspondientes

a los puntos datos de un sistema rectangular a un sistema polar.

Teniendo en cuenta las ecuaciones de transformacion de coordenadas
rectangulares a coordenadas polares:
p? = x2 + y2
tgo =% ,x#0 [5.1.]

los datos registrados en Tabla [5.1] se indican en coordenadas polares en la Tabla

[5.2], segun la Figura [5.2].
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Pi 0; 0;
Punto
[cm] [°] [rad]

Tabla. [5.2].
0 0.0 ) ) Coordenadas
P1 3.6 121.5 2.1 polares de los
puntos
P2 6.9 134-4 2.3 caracteristicos del
P3 9.0 114.9 2.0 rostro de un
individuo.

P4 8.1 99.9 1.7

Se utiliza una recta auxiliar L, que contiene a P; y P; y una recta Lz que contiene a
P, y P,. La ecuacion de la recta en coordenadas polares estd dada a partir de la
siguiente expresion:

Py

P = os(0—0D) [5.2.]

Las coordenadas (p,, 8,) corresponden a un punto P, de la recta que se encuentra
ala minima distancia del polo, el cual es necesario conocer para escribir la ecuaciéon

de la recta en coordenadas polares.

5.b. Determine una expresion que permita obtener, a partir de dos puntos datos,
el valor de 6, correspondiente a la coordenada del punto P, que permite describir
a una recta L en un sistema polar. Interprete graficamente la expresiéon obtenida
y a partir de la misma encuentre las ecuaciones de las rectas L, y L. Represente

graficamente ambas rectas en un mismo sistema polar.

En la Figura [5.3] se muestra una recta L. que pasa por dos puntos conocidos en

coordenadas polares.

Los puntos P;(p;,6:) Yy P,(p;, 05), pertenecen a la recta L, por lo tanto, sus

coordenadas satisfacen la ecuacion [5.2]. Es decir,
pL = p1cos(6, — 6,) [5.3.]

pL = ppcos(8; — 6,) [5.4.]
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Figura. [5.3].
Recta que pasa por
dos puntos P1y P2

en coordenadas

polares.

Utilizando la identidad trigonométrica cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sen(a) sen(B)

en las ecuaciones [5.3.] y [5.4.], éstas resulta:
p1 cos(0y) cos(0,) + p; sen(6,) sen(6,) = py, [5.5.]
p2 cos(6) cos(8,) + p, sen(8,) sen(8,) = p, [5.6.]

Igualando ambas expresiones y operando, llegamos a la siguiente relaciéon para 6,
en funcion de las coordenadas de los puntos P;(p;,0,) y P,(p,, 6-):

p1 cos(6;) — p,cos(6;)
p2 sen(6,) — p;sen(6,)

tg(6,) = [5.7.]

Teniendo en cuenta la convencion establecida, el angulo 8, es medido desde el eje
polar en sentido antihorario. Por ello, para determinar la magnitud real del mismo,
se debera evaluar en qué cuadrante se encuentra el punto P, analiticamente (a
través de los signos de sus coordenadas o geométricamente a partir del grafico), y
adicionar o no 180° segun corresponda. Una vez definido el angulo 6, es posible

evaluar p; con alguna de las dos expresiones anteriores ([5.3.] 0 [5.4.]).

Aplicamos las relaciones obtenidas, a los datos de la Tabla [5.2], para obtener
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Pi(pa,04) Y Pg(pg, 65), los puntos a minima distancia del polo correspondientes a
las rectas L, y L respectivamente (recordamos que L, la recta que pasa por P; y Ps
, ¥ Lg larecta que pasa por P, y P,, segun Figura [5.4]). Los resultados se muestran

en la Tabla [5.3].

Ly Lp

0, [rad] 0.4 0" [rad] -0.8 Tabla. [5.3].
0" [°] 20.4 0" [°] -47.6 Coordenadas
o o polares de los
04 [°] 200.4 05 [°] 132.4 puntos P, (o4, 6,) y
0, [rad] 3.5 0g [rad] 2.3 Pg(pg, 05) delas
, rectas L, y Lp.

pa"[em] 0.7 pglem] 6.9

Por lo tanto, las ecuaciones de las rectas L, y Ly estan dadas por:

0.7

Loz p= cos(6 — 3.5) [5.8.]
6.9

be: P = ost6=2.3) [5.9.]

Figura. [5.4].
Rectas auxiliares

LyyLg.

A partir de las rectas L, y Lg, se propone obtener el dato auxiliar a,z, dado por el

angulo entre ambas rectas, y utilizarlo para una primera etapa de estudio, con el
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objeto de acotar el rango de buasqueda en la base de datos existente. Luego, una
segunda y una tercera etapa de bisqueda se realizan a partir de los parametros p,
y 6, que definen a L,. Para ello, es necesario que la base de datos cuente con el

calculo previo de los valores a,5, p4 v 64 para todos los individuos.

Nota: Observe que estos tres parametros estan asociados a los cuatro puntos datos,
y a los ocho valores que definen sus coordenadas. Se busca adoptar caracteres
geométricos de mayor significancia, cuya existencia en algin individuo de la base
de datos resulte con una probabilidad de ocurrencia menor relativa al resto de los
caracteres. Esta propuesta de btisqueda resulta en un proceso mas eficiente en

términos de tiempo.

5.c. Determine el angulo a,; definido entre las rectas L, y Lz (&ngulo con

apertura hacia el ojo del individuo). Grafique.

Como se muestra en la Figura [5.5], el angulo entre las rectas L, y Ly puede

calcularse por la diferencia a5 = 64 — 85. Por lo tanto, a,; = 68.1°.

Figura. [5.5]. Angulo
a,p comprendido entre
lasrectas L, y L.
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5.d. De no lograrse la identificacion completa del individuo atn (es decir, que
exista mas de un individuo en la base de datos con esas caracteristicas), se
continda introduciendo la distancia ds,, entre P;(p3, 65) v Py(p4, 64). Determine

dicha distancia.
La distancia entre ambos puntos (ver Figura [5.6]) estd dada por la siguiente
expresion:

d34 = p3 + pi — 2p3pacos(6; — 65) [5.10.]

Para los datos analizados tenemos entonces que ds, = 2.4cm.

Figura. [5.6].
Distancia

ds,4 entre los
puntos P; y P,.

5.e. A partir de los valores a5, p4, 04 ¥ d34 Obtenidos en el reconocimiento,
identifique el individuo utilizando la porcién de una base de datos indicada en la
Tabla [5.4].
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Identificacion | a,p P4 0, dsy 0, 0, 05 0,

[°] [em] | [°] [em] [°] [°] [°] [°]

1134764 37.1 1.2 203.2 3.3 130.8 226.1 120.0 100.3
1134765 67.2 1.3 197.5 2.8 126.0 135.6 115.2 08.8
1134766 68.1 0.7 200.4 2.9 121.5 134.4 114.9 99.9
1134767 68.1 0.7 200.4 3.1 121.0 132.3 114.9 100.6
1134768 69.0 0.8 200.4 2.4 122.0 133.9 115.2 100.5

Tabla. [5.4]. Porcién de una base de datos para la identificacion del individuo.

Los resultados obtenidos en el analisis anterior se muestran en la Tabla [5.5]. Dicha
informacion: éresulta suficiente para caracterizar completamente a un individuo?,

¢podria existir mas de un caso con estos valores?

Oa Pa XAB dsy

200,4° 0,7 cm 68.1° 2.9 cm

Tabla. [5.5]. Informacién obtenida de un individuo.

Analizando los parametros, se observa que los valores coinciden con el individuo

de identificacién N° 1134766.

En caso de no encontrar una coincidencia con tales valores, se finaliza el proceso
con etapas consecutivas de bisqueda con los valores 6, 0,, 65 y 6,. Observe que,
para una caracterizacion definitiva, es necesario contar con los siguientes datos:
Qug, Pas 04, dsa, 01, 65, 05y 6,. Un total de ocho valores, es decir la misma cantidad
que los que se hubiesen requerido para la primera variante de disefio. La diferencia
en la eficiencia del proceso radica en la estructuracion de la bisqueda y los valores

geométricos utilizados en la misma.

5.f. Obtenga y grafique los lugares geométricos asociados al rostro del individuo
con identificacion N° 1134765 de la Tabla [5.4]. y realice un dibujo aproximado
del mismo. Verifique que la informaciéon brindada resulta suficiente para

posicionar los puntos caracteristicos del rostro.

En la Tabla [5.6] transcribimos los datos para el individuo solicitado:
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Identificacion QAup Pa 6, ds, 6, 0, 05 0,
[°] [cm] [°] [cm] [°] [°] [°] [°]
1134765 67.2 1.3 197.5 2.8 126.0 135.6 115.2 98.8

Tabla. [5.6]. Datos del individuo solicitado.

Para este caso, la ecuacion de la recta L,, conociendo p,y 84 = 197.5° (0 bien
considerando 6, = 3.4 rad), resulta:

1.3

p= 050 —3.4) [5.11.]

Los puntos P;(p;,6:) v P,(p3,03) son puntos de la recta L,, por lo tanto, sus
coordenadas satisfacen su ecuacion. Asi, mediante la expresion [5.11] obtenemos
los valores de la coordenada p a partir de la coordenada conocida 6: p; = 4.1cm y

Pz = 9.7cm.

A partir de la expresion [5.10] podemos determinar el valor de p, a partir de los

valores de ds, , p3, 05y 0,:

pi — [2p3 cos(0, — 03)]ps + [p5 — d3,] = 0 [5.12.]

Figura. [5.7].
Puntos P4,y P42 a
una distancia

ds4 de P; cuya
coordenada 6 es
6, = 98.8°.
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De la ecuacion [5.12.] se obtienen dos resultados: p,; = 8.7cm y p,, = 9.9cm.

Observe que el valor que nos interesa, de acuerdo al contexto del problema

asociado a la forma de un rostro humano, es el menor. Es decir, el punto P41 méas

cercano al polo en la Figura [5.7].

Por lo tanto, adoptamos el menor valor: p, = 8.7cm.

Sabiendo que a4z = 6,4 — 65, con los valores de a5 y 6, calculamos 65 = 130.3°, 0

bien 65 = 2.3rad.

Como P,(p,, 6,) es un punto de la recta Ly, utilizamos la expresion de la recta [5.2]

y calculamos pg = p, cos(8, — 65) = 7.4cm.

Luego la ecuacion de la recta Ly esta dada por:

7.4

Lg:p=——F—"——
B:P cos(6 — 2.3)

[5.13.]

Para finalizar, utilizamos la ecuacion [5.13] para obtener las coordenadas polares

del punto P,(p,, 8,).

Las coordenadas de los puntos caracteristicos obtenidos se muestran en la Tabla

[5.71.
Punto Vi o O
[em] [°] [rad]
P1 4.1 126.0 2.2
P2 7.4 135.6 2.4
P3 9.7 115.2 2.0
P4 8.7 08.8 1.7

Tabla. [5.7]. Puntos caracteristicos del individuo solicitado, a partir de los datos disponibles.

Desafio:

5.g. Obtenga de manera aproximada la informacion necesaria del rostro de algan

integrante del grupo ayudado por un elemento de medicion. Dibuje y obtenga los

valores necesarios para la buasqueda.
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2.6.

Problema 6. Epicentro de un sismo.

Cuando se produce un sismo, resulta util conocer el lugar exacto del epicentro,
que es el punto sobre la superficie de la Tierra que se encuentra en la
proyeccion vertical del hipocentro o foco, punto bajo la superficie donde se

origina el sismo.

Area Tematica: Ingenieria Civil. Sismologia.

Nivel: INTERMEDIO

Descripcion del problema.

Una manera simple de efectuar la localizacion del epicentro de un sismo es a partir
de una triangulacion. Para ello, es necesario disponer, como minimo, de los datos
de tres estaciones sismologicas que son las encargadas de registrar y transmitir las

senales ocasionadas por el movimiento.

Durante un evento sismico, se generan ondas elasticas de diversos tipos que se
propagan en todas las direcciones, entre ellas las ondas sismicas P (primarias) y las

ondas sismicas S (secundarias).

Por sus caracteristicas de propagacion, estas ondas viajan a diferentes velocidades,
siendo la onda P mas veloz que la onda S. Por este motivo, la onda P se va alejando
paulatinamente de la onda S a medida que nos apartamos del hipocentro (y del

epicentro).

Por lo tanto, mientras mas lejos se encuentre una estacion del hipocentro (o
epicentro) del sismo, mayor sera la diferencia de tiempo de llegada entre la onda P

ylaonda S.

Es asi que esta diferencia de tiempo (Ts-p) de llegada entre la onda P y la onda S,
proporciona una medida de cuan distante esta el hipocentro (o epicentro) del lugar
de medicion. El método es analogo al utilizado para estimar la distancia a la que
cay6 un rayo, cuando consideramos la diferencia en tiempo entre la llegada del

relampago (luz) y el trueno (sonido).
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Simplificaremos el analisis considerando a la corteza terrestre compuesta por una
sola capa completamente homogénea. Asi, consideramos constante la velocidad de
onda y, a partir de ella, podemos saber el recorrido en kilometros que le demanda
el tiempo Ts-p. Entonces, cuando una estacion registra la sefial sismica, se
determina la distancia a la que se encuentra el hipocentro, pero no se sabe en qué
direccion estd. Por ello, las posibles ubicaciones del hipocentro forman una
semiesfera con centro en la estacion receptora, y de radio igual a la distancia
recorrida. Si el sismo es de poca profundidad y consideramos la situacion en un
mapa (reduciendo a un problema bidimensional), las posibles ubicaciones del
epicentro corresponden a una circunferencia de igual radio (aproximado) que la
semiesfera mencionada. Combinando la informacion de tres estaciones, y
construyendo estas circunferencias en cada estacidon, las mismas deberian
interceptarse en un solo punto, cuyas coordenadas nos permiten ubicar de manera

aproximada el epicentro.

Es importante notar que, en la practica, el error siempre esta presente, tanto en los
datos como en la suposicidon de que el camino de la onda es rectilineo y que la
velocidad de propagacion es conocida. Por ello, la dispersion en la interseccion

siempre ocurre.

Este procedimiento, simplificado y manual, permite determinar tnicamente el
epicentro de sismos superficiales, es decir, a menos de 30 km de profundidad. Se
conoce como el Método de los Circulos y era utilizado antes del empleo de
programas mas sofisticados y modernos. En la actualidad se utiliza la informacién
de varias estaciones y se consideran otros aspectos, por ejemplo, las caracteristicas

del medio por el que viajan las ondas.

El INPRES, Instituto Nacional de Prevenciéon Sismica, tiene a su cargo la
instalacion y el mantenimiento de la Red Nacional de Acelerégrafos (RNA). La
misma cuenta en la actualidad con 143 aparatos, distribuidos en todo el pais. Los
registros sismicos de las estaciones son ingresados a una computadora para su
procesamiento, empleando programas especificos basados en calculos realizados
sobre modelos matematicos, con iteraciones de prueba y error, que confieren
valores con probabilidades maximas de ubicacion. Como resultado final, se obtiene

la ubicacion geografica, la profundidad y la hora en la cual ocurri6 el evento.
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6.a. Una senal de origen sismico es registrada por la Red Nacional de

Acelerografos. La informacion registrada se muestra en la Tabla [6.1]. Seleccione

las tres estaciones mas cercanas al epicentro y plantee un sistema de referencia

plano, que luego se utilizara para ubicar el epicentro usando del Método de los

Circulos descripto previamente.

Desarrollo de la solucion.

Figura. [6.2]. Sitios
de emplazamiento de
acelerografos en la
Republica Argentina

cercanos al evento.
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Los acelerografos méas cercanos a la fuente resultan el de Tunuyan, el de El Carrizal

y el de Lujan de Cuyo, tal como puede observarse en la Tabla [6.1.]. A partir de estos

tres, se determinara de manera aproximada la localizacion del epicentro.

Acelerografo Distancia a la Fuente
El Carrizal 29.50 km
Godoy Cruz 45.91 km
Guaymallén 50.51 km
Las Heras 55.90 km
Lavalle 158.12 km
Lujan de Cuyo 43.70 km
Maipt 45.70 km
Mendoza 50.36 km
San Martin 59.10 km
Tunuyan 25.89 km
Uspallata 85.11 km

Tabla. [6.1].

Distancia a la fuente

de los diversos
acelerégrafos

considerados.

Por simplicidad, se asume que las estaciones de registro se encuentran a una misma

altura y que el sismo es superficial, por lo que se trabajara con un sistema plano. A

modo de referencia, se define un sistema coordenado con origen en la estaciéon de

Tunuyéan, eje y con direccion y sentido positivo hacia la estacion de Lujan de Cuyo,

como se indica en la Figura [6.3].
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La Tabla [6.2] indica las coordenadas correspondientes a las estaciones

consideradas y sus respectivas distancias a la fuente.

Estacion Coordenada X CoordenadaY Distancia a la
Fuente

El Carrizal 17.38 32.01 29.50 km

Lujan de Cuyo 00.00 66.00 43.70 km

Tunuyan 00.00 00.00 25.89 km

Tabla. [6.2]. Estaciones de registro a considerar.

6.b. Utilizando la definicibn de circunferencia, encuentre grafica y
analiticamente la ubicacion del evento sismico en superficie. Justifique cada paso

del proceso analitico.

En primer lugar, pondremos en evidencia los datos con los que contamos. Estos
son las coordenadas de los tres puntos fijos que definen la posicion de los
acelerografos de registro, asi como también, las distancias entre dichos puntos y el

epicentro.

Teniendo en cuenta la informacion previa, podemos utilizar el concepto de
circunferencia como herramienta para determinar la localizacion del epicentro. Es
decir, el lugar geométrico de los infinitos puntos que estan a una distancia r de cada

estacion.

Se definen entonces tres circunferencias con centros en las coordenadas de las
estaciones sismologicas asociadas. Los radios de dichas circunferencias son las

distancias entre las mismas y el punto buscado (ver Tabla [6.3]).

‘ Ubicacion ‘ Ci ‘ h ‘ k ‘ r ’
El Carrizal C1 17.38 32.91 290.50
Lujan de Cuyo C2 0.00 66.00 43.70
Tunuyan C3 0.00 0.00 25.89

Tabla. [6.3.]. Centros y radios de las circunferencias a considerar.

Dada una circunferencia con centro C(h, k) y radio r, su ecuacién cartesiana esta

dada por:

(x—h)?+@y-k)?=r? [6.1.]

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt. 62



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Problemas Integradores y de Aplicacion

x?+y?—2hx — 2ky + h*+k?* —1r2 =0 [6.2.]
Luego, la ecuacioén de la circunferencia C1 con centro C; (hy, k;) y radio r; resulta:

X2+ y? = 2hx —2kiy +hi+ki—-rf =0 [6.3.]

2 2 _ — =
x“+y 34.76x — 65.82y + 514.88 = 0 [6.4.]

La ecuacion general de la circunferencia C2 con centro C,(h,, k;) y radio r, queda:

x? +y2 — 2hyx — 2k, y + h3 + k3 =17 =0 [6.5.]
x% +y%—132.00y + 244631 =0 [6.6.]
La ecuacién general de la circunferencia C3 con centro C5(hs, k3) y radio r; es:

x%2 4+ y2 —2hax —2ksy + h2 + k2 —r2 =0 [6.7.]
x2 4+ y2—670.29 = 0 [6.8.]

El punto de interseccion entre las tres circunferencias sera el punto buscado.

Se plantea primero la interseccion entre C1 y C2. Como estrategia algebraica,

restamos miembro a miembro sus ecuaciones:

—2hyx — 2kyy + h2 + ki —rf — (—2hyx — 2k,y + h5 + k2 —12) =0 [6.9.]
2(h; —h)x+2(k; —k)y+hZ+k? —h3—ki+rf—1f=0 [6.10.]
—34.80x + 66.20y — 1931.39 =0 [6.11.]

Observe que se obtiene la ecuacion de una recta correspondiente al eje radical de
la familia de circunferencias que pasan por la intersecciéon entre C1y C2. En dicha
recta, se encuentran contenidos los puntos de interseccion entre ambas
circunferencias. Uno de estos dos puntos corresponde al punto buscado. Para
encontrar sus coordenadas, se procede a determinar las dos intersecciones previas

y luego verificar cual de ellas cumple ademés con la ecuacion [6.8] de C3.

Para encontrar la interseccion, planteamos un sistema de ecuaciones entre alguna
de las dos circunferencias C1 o C2, y la recta correspondiente al eje radical.

Utilizaremos la circunferencia C1:

Circunferencia C1 con centro C; (hq, k,) y radio r;:
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x?+y%—2hx—2kyy+hi+ki-rf=0 [6.12.]
x2+y>*+Dx+Ey+F=0 [6.13.]

x% 4+ y? — 34.76x — 65.82y + 514.88 = 0 [6.14.]

Recta de interseccion entre las circunferencias C1y C2 (eje radical):

Z(hz - hl)x + Z(kz - kl)y + h% + k% - h% - k% + T'ZZ - T'12 = 0 [6.15.]
ax+by+c=0 [6.16.]
—34.76x + 66.18y — 1931.43 = 0 [6.17.]

Se despeja la variable y de la ecuacion de la recta correspondiente al eje radical:

—X—C

y= b [6.18.]

Reemplazando en la ecuacion de la circunferencia:

—X — C\? —x—c

2 —

x +( - ) +Dx+E( 2 )+F—0 [6.19.]
a®\ , (2ac Ea c®> Ec

1+b_2 X +<?+D—T)X+ ﬁ_?—i_F =0 [6.20.]

Finalmente, se encuentran las raices de la ecuacion cuadratica.
Resolviendo, se llega a los siguientes dos resultados para I, (x4, y;) € I, (x5, ¥2):
1,(40.93,50,68) ;I,(—10.62,23.61)

Se verifica cudl de ellos se encuentra a una distancia r; desde C5(hg, k3):

diics = V(4 — h3)2 + (v, — k3)?) ; dy = 65,14 km [6.21.]

dipcs = 3 (X2 — h3)2 + (v, — k3)?2) ; dy, = 25,89 km [6.22.]
Luego d;ic3 =135
Finalmente, las coordenadas del epicentro resultan:
h, = —10,62

k, = 23,61
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E(hy, k,) = (—=10.62,23.61)

Verificamos graficamente los valores determinados.

Tunuyan’
i d

b

Figura. [6.4.]. Localizacion del epicentro del sismo.
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6.c. Determine la ecuacion de la familia de circunferencias que pasan por la
interseccion entre la circunferencia asociada a las estaciones de El Carrizal y
Lujan de Cuyo. Indique si la circunferencia de la estaciéon Tunuyan pertenece o no

a dicha familia.

Respuestas a verificar por el estudiante:
Ecuacion de la familia de circunferencias:
x% +y? — 34,76x — 65,82y + 514,88 + A(x? + y2 — 132,00y + 2446,31) =0 ,  AeR

La circunferencia de la estacion Tunuyan no pertenece a dicha familia.

Desafio:

6.d. Realice nuevamente el procedimiento adoptando un par de circunferencias
diferentes a las del inciso 6.b. (C1y C3 o bien C2 y C3) y verifique si llega al mismo

resultado.

Respuestas a verificar por el estudiante:

El resultado que se obtiene para las coordenadas del epicentro es el mismo,

independientemente del par de circunferencias que se utilice inicialmente.

Nota: Todas las imagenes han sido tomadas de Google Earth y Google Maps.
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CAPITULO 3

PROBLEMAS TRIDIMENSIONALES
3.1.

Problema 7. Paraboloide hiperboélico como superficie
reglada.

El paraboloide hiperboélico es una superficie reglada que tiene numerosas
aplicaciones en Ingenieria y Arquitectura. Es de interés conocer las ecuaciones

de las familias de rectas generatrices de esta superficie cuadrica.

Area Tematica: Ingenieria. Arquitectura. Disefio.

Nivel: AVANZADO

Descripcion del problema.

El paraboloide hiperbdlico es una superficie cuadrica sin centro, es decir, tiene dos
planos de simetria, un eje de simetria y no posee centro de simetria. La ecuacion
de un paraboloide hiperboélico en su posiciéon estdndar o canénica, con a y b
positivos, esta dada por:

x2 yZ
2z ¢ [7.1.]

La Figura [7.1] muestra un paraboloide hiperbdlico en el que se han indicado

algunas de las rectas generatrices.

r4

Figura. [7.1].
Paraboloide
hiperboélico y
rectas
generatrices
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7.a. Determine las ecuaciones de la familia de rectas que generan un

paraboloide hiperbdlico.
Desarrollo de la solucion.

Determinacion de la traza en el plano xy.

Comenzaremos determinando la traza de la superficie cuadrica en el plano xy. Es

decir, planteamos y resolvemos el siguiente sistema:
X2 y?
——==cz
a2 D2 [7.2.1.]
z=0

Obtenemos un par de rectas dadas por:

b b
Ll: {y - Zx 5 LZ: {y - _Zx [7.2.2.]
z=0 z=0

Cuyas ecuaciones vectoriales paramétricas son:
Li: (x,y,z) =(0,0,0)+ l(a,b,0) ; LER [7.3.]

LZ: (x'yrz) = (0,0,0) + k (_a;b 10) ) k ER [74]

Determinacion de la familia de rectas alabeadas.

Consideramos que hay dos familias de rectas alabeadas. Cada una de las rectas, L;
y Lo, pertenecen respectivamente a una de dichas familias. Las rectas de una de las
familias intersecan a las rectas de la otra familia. Haciendo una analogia con los
conceptos usados en la generacion de superficies cilindricas y superficies conicas,
trabajaremos con L; como una recta generatriz de la familia de generatrices de la
superficie, y consideraremos a L- como directriz (ver Figura [7.2]). Cabe sefalar
que los puntos de ambas rectas L: y L, son puntos que pertenecen a la superficie,

dado que ambas constituyen la traza de la superficie en el plano xy.

Una de las rectas generatrices es la recta L; de la traza en el plano xy, cuyo vector
director esta dado por d;; = (a,b,0). Las restantes rectas de la familia de
generatrices, tienen vectores directores de la forma d; = (a, b, a), donde a es un
parametro que pertenece al conjunto de nameros reales R. Esto es asi, ya que los
vectores proyeccion de los vectores directores de las rectas generatrices en el plano

xy son vectores paralelos a d;; (ver Figura [7.2]).
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X,

Figura. [7.2]. Recta directriz y rectas generatrices del paraboloide hiperbdlico.

Sea P'(x',y’,z") un punto de la interseccion de la directriz L. y una generatriz
perteneciente a la familia de rectas generatrices (ver Figura [7.2]). Cada generatriz
Ltiene por ecuacion:

L:(x,y,2) =(",y",z") + t(a,b,a) ; t€ER [7.5.]

P'(x',y',z") pertenece a la directriz L», por lo tanto, a partir de [7.4.] se tiene que:

L,: (x',y',z") =(0,0,0) + k' (—a,b,0) ; k'€R [7.6.]

De donde se obtiene:

z' = 0; x'=—k'a; y' =k'b [7.7.1.]
Sustituimos [7.7.1.] en la ecuacion [7.5.] de las rectas generatrices L:
L:(x,y,2z) = (=k'a,k'b,0) + t(a,b,a) [7.7.2.]
Donde k', t y a pertenecen a R.

A partir de la ecuacién [7.7.2.], las ecuaciones cartesianas paramétricas de las

rectas generatrices resultan:

x=-k'a+t.a [7.8.1.]
y=k'b+t.b [7.8.2.]
z=0+t.a [7.8.3.]

Cabe observar que para cada valor de k', tenemos una recta de la familia de rectas
generatrices que pasa por el punto genérico P’.
El valor del pardmetro a, tercera componente del vector director de las rectas

generatrices, depende del punto P’ que se considere. En el caso particular que k'
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sea nulo, en [7.7.1.] vemos que P’ coincide con el origen de coordenadas. Por lo
tanto, L debe coincidir con la recta L; de ecuacién [7.3.], de donde se observa que
en este caso a debe ser nulo.

Para evaluar qué relacion tiene el parametro a que define la inclinacién de las
rectas generatrices (ver Figura [7.3]), con los coeficientes a, b y ¢ que intervienen
en la ecuacion de la superficie, reemplazamos las ecuaciones [7.8] en la ecuacion

del paraboloide hiperbolico y desarrollamos, obteniendo paso a paso:

2 2

Z_Z _ 2’_2 — ¢z [7.9.]
c_ 2 ! 2

(k'( 622"' ta)® (k bl;"z th)” _ c(ta) [7.10.]
20 1,1 2 2011 2

a”( ];2"' ) b (kb:' ) _ c(ta) [7.11.]

a? b?

— (K + 02 =5 (K + 0 = c(ta) [7.12.]

(=k' + )% — (k' + t)? = c(ta) [7.13.]

(k'? — 2k't + t2) — (k'* + 2k't + t?) = c(ta) [7.14.]

—4k't = cta [7.15.]

—4 [7.16.]
c

Esta tltima expresion indica que los vectores directores de las rectas generatrices
van a ir variando su tercera componente @ de manera proporcional a k', es decir al

parametro asociado al punto P’

zA

Figura. [7.3]. Rectas
generatrices del
paraboloide hiperbdlico

Para demostrar que la familia de rectas dada por [7.7.2] constituye un paraboloide

hiperbodlico, debemos trabajar algebraicamente y eliminar todos los parametros. El
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objetivo es obtener una expresion en términos de las variables x, y, zy de los
coeficientes a, b y ¢ (sin los parametros k', t y a), y comprobar que efectivamente
corresponde a un paraboloide hiperbodlico.
A partir de las ecuaciones [7.8.1] y [7.8.2] despejamos el parametro k' e igualamos:
De [7.8.1] obtenemos:
=200 [7.17.]
—a

De [7.8.2] surge:

=2 t.b [7.18.]
b
Igualando ambas expresiones, [7.17.] y [7.18.], resulta:

x—t.a:y—t.b [7.19.]
—-a b

xb —tab = —ya + tab [7.20.]

xb + ya = tab + tab [7.21.]

xb + ya _ [7.22.]
2ab

A partir de las ecuaciones [7.8.1] y [7.8.2], despejamos a continuacion el pardmetro

t e igualamos:

De [7.8.1]:
t = x+ k'a [7’23°]
a
De [7.8.2]:
p Y kDb [7.24.]
b
Igualando ambas expresiones, [7.23.] y [7.24.], se obtiene:
x+ka=y—kb [7.25.]
a b
xb + k'ab = ya — k'ab [7.26.]
xb —ya = —k'ab — k'ab [7.27.]
—xb + ya
— - =k .28.
7 k [7.28.]

Reemplazamos los parametros k' y t ([7.24.] y [7.28.]), en la ecuacién [7.8.3.]:
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xb + ya [
=7 7-29.]
z 2ab ¢
Luego sustituimos a dado por la expresion [7.16], en la ecuacion anterior [7.29.]:
xb + ya\ [—4k'
_ [7.30.]
z < 2ab ) ( c )

A continuacion, reemplazamos k' dado por la ecuacion [7.28.] en la ecuacién [7.30]

y desarrollamos. El procedimiento paso a paso es el siguiente:

= () (F 5)
e (2
ez = -4 S0*Y Zg;;;b tya) [7.33.]
cz=— _(XZ)(ZaZ)gy @) [7.34.]

_4(xb)?*  4(ya)?

_ _ [7.35.]
2= 4(ab)? ~ 4(ab)?
21,2 2,2
L A [7.36.]
a’b? a?b?
xZ yZ
2=~ [7.37.]

La ecuacion [7.37.] corresponde a la ecuacion inicial del paraboloide hiperbdlico.
De este modo queda demostrado que el paraboloide hiperboélico es una superficie
reglada, que puede ser generada por la siguiente familia de rectas:

x=—-k'a+t.a

y=k .b+t.b, [7.38.]

z=04+t¢t

Para cada valor de k', las ecuaciones [7.38.] corresponden a una recta que pasa por
el punto P’, con k' y t que pertenecen a los nimeros reales. Se observa que k'
interviene tanto en las coordenadas de un punto de cada recta generatriz, como en
la tercera componente del vector director, modificando de este modo la inclinacion
de dicha recta.
Desafio:

7.b. Realice el mismo trabajo para demostrar que el hiperboloide de una hoja de

y2

on. . 52 z? oz o0 c
ecuacion = + = — = = 1 es también una superficie reglada.
a b2 (2
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3.2.

Problema 8. Iluminacién natural de un estadio
polideportivo cubierto.

El estudio de las condiciones de iluminacion natural en espacios cerrados a
través de la determinacion de aberturas constituye un aspecto de interés en

Arquitectura e Ingenieria.

Area Tematica: Ingenieria. Arquitectura. Disefio.

Nivel: AVANZADQ

Descripcion del problema.

Se desean estudiar las condiciones de iluminacién natural dentro de un espacio

cerrado correspondiente a un estadio deportivo de usos maltiples.

El estadio posee una cubierta cilindrica constituida por arcos parabdlicos. Su altura
méaxima es de 30m y cubre en planta una superficie rectangular de 8om de ancho
por 100m en la direccion longitudinal. Los arcos se encuentran ubicados sobre

planos paralelos al lado menor de la superficie rectangular cubierta.

8.a. Defina un sistema de referencia tal que el origen de coordenadas se ubique
en el centro de la superficie rectangular, el eje x sea paralelo a su lado mayor, el
eje y sea paralelo a su lado menor y el eje z permita medir las alturas. Obtenga

la ecuacion de la cubierta del estadio y represente graficamente.

Desarrollo de la solucion.

Con el objeto de obtener la ecuacion de la superficie cilindrica que constituye la
cubierta del estadio, hallamos en primer lugar la traza de dicha superficie en el plano
y-z. Se trata de una parabola con vértice en el punto V(0,0,30), esta dada por la

ecuacion [8.1.] y es la directriz de la superficie buscada.
y? = 2p(z — 30) [8.1.]

El punto Q (o, 40, 0) pertenece a la traza, por lo cual, reemplazando sus
coordenadas en la ecuacion [8.1.] se obtienen las expresiones que permiten

encontrar el parametro de la parabola.
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402 = 2p(0 — 30) [8.2.]

1600 160
_ _ 8.3.
2p 30 3 [8.3.]
80
p= —? [8-4-]

De esta manera, la traza de la superficie cilindrica en el plano y-z queda

determinada por la ecuacion [8.5.].

,__160
ye= _T(Z —30) [8.5.]
x=0

La Figura [8.1] permite observar la representacion grafica de dicha traza.

40{ 7
v
20
Figura. [8.1]. Traza
10 de la superficie
7 cilindrica en el plano
> y-z
—40 =30 =20 -10 0 10 20 30 40 50
-10

Teniendo en cuenta que la generatriz de la superficie cilindrica es paralela al vector
v=(1, 0,0), una vez conocida la ecuacion del arco parabdlico en el plano y-z,

estamos en condiciones de obtener una expresion analitica para la superficie

cilindrica buscada:
160
yZ = —T (Z - 30)
50 < x <50 [8.6.]
z>20

La representacion grafica de la misma se puede observar en la Figura [8.2], donde

se aprecia la volumetria general del estadio.
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Figura. [8.2]. Perspectiva del estadio polideportivo estudiado

8.b. La cubierta del estadio posee un tragaluz que se desarrolla desde una altura
de 13m hasta una altura de 25m, con una dimensién de 40m en la direccion
paralela al eje x. El mismo esta centrado longitudinalmente y se encuentra sobre
el semieje positivo y. Describa analiticamente la superficie comprendida por el

tragaluz y represente graficamente. Obtenga el area de desarrollo del mismo.

El tragaluz forma parte de la cubierta parabolica, por lo cual su ecuacion es
coincidente con la misma, con diferentes intervalos de variacion de las variables
que la definen. En virtud de que la longitud del mismo es de 40m, la variable x
toma valores desde -20m a 20m. A partir de los reemplazos correspondientes en la
ecuacion [8.6.], es posible obtener que para una altura z;=13m corresponde

Y1=16.3m y para zz=25m corresponde y.=30.1m. De esta manera tendremos:

_ 160
y'=——3(z-30)

—20<x <20 [8.7.]
13<2z<25

La Figura [8.3], permite observar la representacion grafica del problema, donde se

destaca el tragaluz y sus vértices.
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Figura. [8.3]. Detalle del tragaluz y sus puntos vértice.

El area desarrollada por el tragaluz puede evaluarse a partir de la expresion A=ab;
siendo A, el area buscada; a, la longitud del arco parabdlico P1-P2 o P3-P4 y b, la
longitud del tragaluz. De esta manera, reordenando la ecuacién [8.6.], derivando y
luego integrando entre los extremos dados por los puntos P1 y P2, tendremos la

longitud del arco a.

3
- _ 2 8.8.
z(y) 160y + 30 [8.8.]
dz 3y
dy 80 (5.9,

30.1 dz\2 30.1 3y 2
a= f 1+ (—Z) dy = f ’1 + (_y) dy [8.10.]
16.3 dy 16.3 80

Realizando cambio de variable, actualizando los extremos de integracion y

sustituyendo obtenemos:

u= :;%] = du = 83_Ody [8.11.]
u(30.1) ~ 1.13 [8.12.]
u(16.3) = 0.61 [8.13.]
1.13
a :?fo:g 1+ u2du :?Eu 1+uz+%ln|\/m+u”061 [8.14.]
a~184m

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt. 76



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Problemas Integradores y de Aplicacion

Por lo tanto, el area aproximada es:

A = ab = (18.4m)(40m) = 736m?

[8.15.]

8.c. Se desea estudiar las condiciones de iluminacién natural dentro del recinto.

Para ello se necesita conocer la superficie en el piso que recibe rayos solares a

través del tragaluz, en las horas de mayor radiacion en invierno y en verano. Los

rayos solares inciden con una direccion dr=(1, 1, 1) en invierno y perpendiculares

al piso en verano. Para cada estacion, indique las ecuaciones de los bordes de la

zona iluminada. Represente graficamente.

De acuerdo a lo explicado anteriormente, los puntos que definen los vértices del

tragaluz son P1, P2, P3 y P4. En verano, teniendo en cuenta la direccion de los rayos

solares indicada, se obtienen las proyecciones ortogonales de dichos puntos sobre

el piso del estadio o, segun el sistema de referencia, el plano xy. La geometria de

dichos puntos se indica en la Tabla [8.1].

Condicién de estudio: Verano

Vértices del tragaluz

Proyeccion ortogonal sobre

el plano xy
Punto | x[m] | y[m] | zlm] | Punto | x[m] | y[m] | z[m]
P1 20.0 16.3 25.0 P1' 20.0 16.3 0.0
P2 20.0 30.1 13.0 P2 20.0 30.1 0.0
P3 -20.0 16.3 25.0 P3g' -20.0 16.3 0.0
P4 -20.0 30.1 13.0 P4 -20.0 30.1 0.0

Tabla. [8.1].
Coordenadas de los
puntos obtenidos a

partir de la proyeccion
ortogonal de los vértices
del tragaluz en verano.

De esta manera, la zona iluminada sobre el piso del estadio se encuentra delimitada

por los siguientes bordes:

b1:{

13

y =30.1
—20<x <20

X =

—20
163 <y <30.1

b2:{

e

y =16.3
—20<x <20

x =20
16.3 <y <30.1

[8.16.]

La siguiente figura muestra detalles de la zona iluminada sobre el piso del estadio.
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Figura. [8.4].
Condici6én de
iluminacién
sobre el piso del
estadio en
verano.

En el caso del invierno, la proyecciéon de los haces de luz describe una superficie
cilindrica cuyas rectas generatrices tienen a dro=(1,1,1) como vector director y a cada

uno de los bordes del tragaluz como directriz.

Siendo el borde superior D1, borde inferior D-, borde lateral izquierdo D3 y borde

lateral derecho Dy, las expresiones que los definen son las siguientes:

y =163 y =30.11
D;:{  z=25 D, z=13 [8.17.]
—20<x <20 —20<x <20

, 160 , 160
y'=——(z-30) y'=——"(z-30)

x =20 Dy: x = —20
163 <y < 30.11 16.3 <y < 30.11

D3: [818]

Es posible definir la superficie descripta por los haces de luz a partir de cuatro
ecuaciones de superficies cilindricas (A1, A2, A3 y A4), una con cada directriz. Estas

se obtienen mediante el procedimiento estudiado para superficies cilindricas:

Superficie A1:

Sea P’ un punto perteneciente a la generatriz y a la directriz D:

y' =16.3
P' € D,: 7' =25 [8.19.]
-20<x'<20

La ecuacion de la generatriz esta dada por:

= = [8.20.]

Entonces:
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x—x'=y—16.3 =2z—25 :{x—xlzy—16.3 [8.21.]
x—x'=z—-125
Igualando ambas expresiones obtenemos:
y—163=2—-25=>y—2+87=0 [8.22.]
Ademas, para la variable x’:
X'=x—2z+4+25=>-20<x—-2z+25<20
[8.23.]
= —45<x—-z<-5
Luego:
_ y—z+87=0
A {—45 <x—z<-5 [8-24.]
La interseccion con el plano xy sera:
, ( y=-—87
A {—45 <x<-5 [8.25.]
Superficie A2:
Sea P’ un punto perteneciente a la generatriz y a la directriz D»
y' =30.11
P' € D,: 7' =13 [8.26.]
-20<x'<20
La ecuacion de la generatriz esta dada por:
x—x" y—-y z-7
= = 8.27.
1 1 n [8.27.]
Entonces:
x—x'=y—3011=2z-13 :{x_x =y—30.11 [8.28.]
x—x =z-—13
Igualando ambas expresiones obtenemos:
y—30.11 =z — 13
[8.29.]
Sy—2z+1711=0
Ademas, para la variable x’:
x'=x—-2z+13=>-20<x—-—2z+13<20 [8.30.1.]
= -33<x—2z<7 [8.30.2.]
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Luego:

(y—z-1711=0
Az {—33Sx—ZS7

La interseccion con el plano xy seréa:

. ( y=17.11
AZ'{—33 <x<7

Superficie A3:

Sea P’ un punto perteneciente a la generatriz y a la directriz D;

160
yIZ = —T(ZI - 30)

x' =20
163 <y' < 30.11

P' € Ds:

La ecuacion de la generatriz esta dada por:

Entonces:
x—20=y—y' =z-7

:{y’zy—x+20
z'=z—x+20

Luego:

160
{(y—x+20)2 = —T(z—x+20—30)
163 <y —x +20 < 30.11

5 160
N Ag:{(y—x+20) =—T(z—x—10)
-37<y-x<10.11

La interseccion con el plano xy sera:
160
{(y —-x+ 20)2 = —T(—X — 10)
-37+x<y<1011+x
Para x =y +3.7=>y=-87

Para x =y —-10.11=>y =17.11
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160
y —x + 20)% = —T(—x— 10)
-87<y<17.11 [8.36.]

As: (

Se trata de una parabola rototrasladada respecto del sistema original.
Superficie A4:

Sea P’ un punto perteneciente a la generatriz y a la directriz D4

" 160 |
y'=-—5(-30)
P' € D4: x' = —20 [8.37.]
163 <y’ < 30.11

La ecuacion de la generatriz esta dada por:

=TT = [8.38.]
Entonces:
x+20=y—-y' =z-7
Loy [8.39.]
z'=z—x-20
Luego:
160
{(y—x—ZO)2 = —T(Z—x—ZO—BO)
16.3<y—x-—20<30.11
160 [8.40.]
—x —20)2 = ——(z—x — 50)
oA 20 = (- x
363 <y —x <50.11
La interseccién con el plano xy:
20)% = 160 50
{@ X 72007 = = (7 = 50) [8.41)
363 <y—x <5011
Para x =y —-363 =y =-87
Para x =y —-50.11=>y =17.11
160
—_x — 2 L (—y —
A;:{(y x=20)" = =—=(=x =50 [8.42.]
-87<y<17.11
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De esta manera, la zona iluminada sobre el plano xy en invierno se puede observar

en la Figura [8.5].

Figura. [8.5].
Condici6én de
iluminacién sobre el
piso del estadio en
invierno.

Un detalle de los puntos calculados y las parabolas halladas se puede observar en

verdadera magnitud sobre el plano xy en la Figura [8.6].

— - - R - - - =
- - \
- - -
- -
~
PEs .7 1
- - !
- - - - - ‘ !
- e ; /
- P5 P/
. o »
- = i’ -
> -
%~ / /
X
J: /f
P6y 4 P8
/‘,’ /’
g e /
e A
. r
; /
rs f/
Fi
/ / s e / /
. , . S s
Figura. [8.6]. p //
Detalle en planta de pd ’ S / /
. / 4 ’ 4 4 /
la superficie , / . S Y y
. A S/ S e /s
iluminada en / '/ /
invierno. / //
7 y vy

8.d. Encuentre un nuevo sistema de referencia x’y’ para los cuales las parabolas
del inciso anterior no se encuentren rotadas. Obtenga la ecuacion de las mismas

respecto al nuevo sistema de referencia hallado.

Escribimos las expresiones de las pardbolas A5 y A, llevando las respectivas
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ecuaciones de segundo grado a su forma general:

x2 —2xy + 2—28096+40 —400—0
Ay yry T3 YTT3 7 [8.43.]
87 <y<17.11
sy e A0 o 6800
Ay Y T ATy T T Ay T [8.44.]

-87<y<17.11

Ambas ecuaciones de segundo grado tienen la misma forma cuadratica asociada:

x? —2xy + y?

Llevando las expresiones a la forma matricial, obtenemos:

XTAX + KX — 400 _ 0
Aj: 3 3 [8.45.]
-87<[0 1]Xx<17.11
XTAX + K, X 6800 _ 0
Ay * 3 [8.46.]
-87<[0 1]x<17.11
Donde:
| I
4= [—1 1 ] X= [y] [8.47.]
280 40
K; = [_T 40] K, = [—? —40] [8.48.]

Obtenemos los autovalores y autovectores de la matriz A, para formar la matriz

ortogonal P que diagonaliza a A. Verificamos que el determinante de P sea igual a
1.

w=2 wvi=[1] b= [_11/;%] [8.49.
1 1/V2
=0 v,= [ 1] b, = L/ = [8.50.]
R 1/@] _
P = [_1/\5 N3 |P| =1 [8.51.]

Realizamos la transformacion de coordenadas empleando la matriz P mediante la

relacion X = PX’, donde X' = [;,] Entonces:
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400

Ay: (PX)TAPX' + K3PX' — <=0 [8.52.]
400
Ay XTPTAPX' + K3PX' — — =0 [8.53.]
400
Ay: X'"DX' + (K3P)X' — <=0 [8.54.]
6800
A,: (PX)TAPX' + K,PX' — —— =0 [8.55.]
6800
A,: X'"PTAPX' + K,PX' — —— =0 [8.56.]
6800
AL X''DX' + (K4P)X' — —— =0 [8.57.]

Sean las matrices:

2 0 [ 400 160
D = =|l-== ——= 8.58.
o o X V2 3V2 18:58.]
K.P = [ﬂ -— [8.59.]
Yoz 3v2 7
[0 1]X=[0 1]PX' =[-1/V2 1/2]X [8.60.]
Obtenemos entonces las ecuaciones que se buscan:
” ] [ 400 160][ ] 400 —0
A3 [8.61.]
-87 < [-1/12 1/\/5 [y] <17.11
01 [x' 80 160 6800
b+ 5z sl
Al yioBv2 [8.62.]
-87 < [-1/V2 1/V2] [y] <17.11
2’2 400 , 160 , 400 0
X" = X — y — =
3
AL 3v2 . 3‘51 [8.63.]
—-87<——x'"+—=y <17.11
N A
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(g2 4 80, 160 - 6800 _
, 3W2 32 3
Ay { V2 1 \/_1 [8.64.]
87 < ——x' +—vy' <17.11
\ NN, 24

8.e. Calcule las areas iluminadas correspondientes al verano y en forma
aproximada en invierno, asumiendo que todos los bordes de la misma son

rectilineos, utilizando producto vectorial.

Verano: Considerando los vectores P;P5=(0, 13.8, 0) y P1P35=(-40, 0, 0), el area

de la zona iluminada corresponde al area dada por:

Ay = ||PyPy X PyP3|| = 552m? [8.65.]

Invierno: A los efectos de calcular en forma aproximada el area de la zona
iluminada en invierno, se asume que los bordes de la misma son rectilineos. Sean
P5, P6, P7y P8 las proyecciones sobre el plano xy de los vértices del tragaluz, en la
direccién de di.=(1,1,1). Obtenemos sus coordenadas calculando la interseccién con
el plano xy de cuatro rectas que tienen a dr como vector director, y que pasan por

los puntos P1, P2, P3 y P4 respectivamente:

x=20+1t, t; = —25

L1:ly=163+t,,t; ER paraz=0= {y =-8.7 [8.66.]
z =25 + tl X = _5
x=20+t, t, =—13

L2:{y=301+¢t,,t, €ER paraz= 0=>{y= 17.1 [8.67.]
z=13+ tz X =
x=-20+t;3 t3 = =25

L3:{y =163 +1t3,t; ER paraz=0= {y = —8.7 [8.68.]
z=25+1t; x = —45

L4:{y=301+t,,t,€R paraz=0= {y =17.1 [8.69.]
z=13+¢t, x = —33

Se obtienen de esta manera las coordenadas dadas en la Tabla [8.2]:
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Condicién de estudio: Invierno Tabla. [8.2].
. i Coordenadas de los
Vértices del tragaluz Proyeccion ortogonal sobre . :
el plano xy puntos obtenidos a partir
Punto | x[m] ‘ y[m] | z[m] | Punto ‘ x[m] | y[m] ‘ z[m] de la proyeccién ortogonal
P1 20.0 16.3 25.0 Pj 50 -87 0.0 de los vértices del tragaluz
P2 20.0 30.1 13.0 P6 7.0 171 0.0 en invierno.
P3 -20.0 16.3 25.0 P7 -45.0 -8.7 0.0
P4 -20.0 30.1 13.0 P8 -33.0 17.1 0.0

Podemos observar que P5, P6, P7 y P8 son los puntos de interseccién entre los
bordes A1’, A2’, A3’y A4’ calculados anteriormente. Aproximamos entonces el area
iluminada como el 4rea del paralelogramo cuyos lados adyacentes son los vectores

P,Pg=(12, 25.7,0) y P;P5=(40, 0, 0).

A; = ||P7Pg X P7Ps|| = 1028m? [8.70.]

8.f. Con el objeto de disenar el sistema de ventilacion forzada y climatizacion del
estadio, es necesario conocer el volumen total del recinto ocupado. Calcule dicho

volumen.

El volumen del recinto esta dado por V=Al, donde A es el area bajo el arco
parabdlico extremo de la cubierta y [=100m es la longitud de desarrollo de la

cubierta en la direccion del eje x.

40
A= f 2(y)dy [8.71]

—-40

40 3 y3 40
A= (—— 2+30)d =|-=—=+30y| =800-(-800
LO 160”7 Y [ 160 yLO (=800)

[8.72.]

= 1600m?

V =A.l =1600m2.100m = 160000m3 [8.73.]
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3-3-

Problema 9. Movimientos de una graa torre.

Las graas torre son ampliamente utilizadas para trasladar cargas de un punto
a otro, en construcciones de edificios de gran altura, instalaciones industriales,
portuarias, etc. (Figura [9.1.]). Los puntos de carga y descarga, asi como los
movimientos y trayectorias que debe realizar la graa, pueden describirse de

manera precisa utilizando conceptos de la Geometria Analitica.
Area Tematica: Ingenieria. Maquinas y equipos.

Nivel: INTERMEDIO

Figura. [9.1]. Grua torre operando en instalaciones de Puerto Quequén, Argentina.

Descripcion del problema.

En un puerto maritimo comercial, se cargan y descargan de los barcos las
mercancias transportadas en contenedores, utilizando grtas torre. En la Figura
[9.2] se muestra un esquema simple de una gria torre y los movimientos que puede

realizar el gancho que transporta las cargas.
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El movimiento A es realizado por el motor de elevacion, y permite subir y bajar la
carga. El motor de distribucion realiza el movimiento B, que permite alejar y
acercar la carga respecto al eje de la gria. Por ultimo, el motor de orientaciéon

realiza el movimiento C, que permite rotar la carga respecto al eje de la grua.

Asi, la posicion del gancho puede expresarse en coordenadas cartesianas (x,y,z) o

bien en coordenadas cilindricas (p, 8, z).

Se desea trasladar un contenedor de 4500kg desde la cubierta de un barco a un
playon de descarga. La cubierta del barco tiene una altura de 10 metros y el playon

de 5 metros, con respecto al nivel de referencia.

Desarrollo de la solucion.

Consideramos un sistema de referencia espacial, cuyo centro de coordenadas se
ubica sobre la base de la graa torre, y el eje z sobre su columna. En la Figura [9.3]
se muestra una vista en planta del movimiento de descarga a realizar. El punto P;
esta sobre el barco y corresponde a la posicion inicial del contenedor. El punto Py

corresponde a la ubicacion sobre el playon donde debe descargarse el contenedor.
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Figura. [9.3]. Vista en planta de la operacion que debe realizar la grda torre.

Las coordenadas cilindricas de ambos puntos son: P; (36m,60910m) y
Py (45m, 2105 5m).

9.a. Realice la transformacion de las coordenadas, de un sistema cilindrico a un

sistema rectangular, correspondientes a los puntos P; y Py.

Tenemos en cuenta las ecuaciones de transformacién de coordenadas de cilindricas
a rectangulares:

x = pcos6
y = psenf
z=2z

Entonces:

x; = 36 cos60° = 18.00m
{yi = 36 sen60° = 31.18m

7 = 10m [9-1.]
Xf = 45 c0s210° = —38.97m
yr = 45 sen210° = —22.5m [9.2.]

Zf=5m

Asi, tenemos que las coordenadas de los puntos resultan: P; (18.0,31.18,10) [m] y

P (—38.97,-22.5,5) [m].
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9.b. Encuentre el recorrido 6ptimo que deberia realizar el gancho, para

posicionar el contenedor desde la posicion P; a Py.

El recorrido 6ptimo corresponde a la distancia minima entre P; y Pf. La calculamos

como el modulo del vector P; Py

d(PFr) = ||P:iP|| = J(xf — %)+ p-v) + (- 2) [9.3.]

= /(=38.97) - 18)2 + ((-=22.5) - 31.18)2 + (5—10)2 = 78.44m [9.4.]

Por lo tanto, el recorrido 6ptimo es la distancia d (P;P;) = 78.44m.

9.c. Encuentre el dngulo entre la direccion de P; y Py.

Para determinar el angulo entre las dos direcciones, se debe hallar los vectores OP;
y OP;, para luego determinar el 4ngulo entre ellos aplicando el concepto de

producto escalar.
OP;-OP; = ||OP;|| - |OPf| - cosa [9.5.]
Las componentes de los vectores son:

OPi = (xi — X0 Yi — Yo, Zi — ZO) = (180 , 3118, 10) [m] [96]

OP; = (x; — X0, Y5 — Yo, 2r — 2,) = (—38.97,—22.5,5) [m] [9.7.]

Sus médulos estan dados por:

loP;|| = /182 + 31.18%2 + 52 = 37.37m [9.8.]

|oPf|| = V/(—38.97)2 + (—22.5)2 + 10% = 45.28m [9.9.]
Por lo tanto, el angulo buscado esta dado por:

AL ||0Pf|| ) 9.10.

cosa =

De la ecuacion [9.10] se obtiene que a = 143°.
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9.d. Determine la proyeccion del vector fuerza dado por el peso del contenedor,

en la direccion de los dos tensores superiores de la grua.

Para determinar la proyeccion del vector fuerza en cada una de las direcciones de

los tensores, se deben hallar los vectores en dichas direcciones (Figura [9.4]).

g NN

‘ F
Figura. [9.4].

Vector fuerza Fy

! vectores u y v, que

dan la direccién de

(11 los tensores.

Las coordenadas rectangulares de los puntos en cada extremo de los tensores son

P,(0,0,74.2)[m], P,(36,0,66.4)[m] y Ps(—14.4,0,66.4)[m].

El primer tensor esta comprendido entre los puntos P; y P, y su direccion esta dada

por el vector u, cuyas componentes y modulo son:

u = P,P, = (36— 0,0 — 0,66.4 — 74.2) = (36,0,—7.8)[m] [9.11.]

lull = /362 + 02 + (—7.8)2 = 36.84m [9.12.]
De manera analoga, el segundo tensor esta comprendido entre los puntos P; y P; y
su direccion esta dada por el vector v, cuyas componentes y médulo son:

v = PyP3; = (=144 —0,0 — 0,66.4 — 74.2) = (—14.4,0,—7.8)[m] [9.13.]
[9.14.]

lvll = /(~14.4)? + 02 + (-7.8)2 = 16.38m
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Dado que corresponde al peso del contenedor, el vector fuerza F es vertical y con

direccion hacia abajo. Sus componentes son, entonces:
F = (0,0,—-4500) [kg] [9.15.]

Finalmente, las proyecciones buscadas estan dadas por las siguientes expresiones:

F-u (00, —4500) - (36,0,—7.8)

Proy, F =
TOYu T 36.84

= 952.77kg [9.16.]

[9.17.]
o o Frv_ (0024500 (-1440,-78) _
roye F = = 16.38 T ARy

9.e. ¢Varia el vector proyeccion en la direccién de cada uno de los tensores, si

cambia la elevacion, &ngulo o distancia del gancho?

En la Figura [9.5] se muestran los vectores F, u 'y v con el mismo punto de origen,

como asi los vectores proyeccion correspondientes. Determinamos dichos vectores.

< Pr Oy ur
\‘\l
A U
F

Figura. [9.5].

Vector fuerza F,

vectoresuyuv,y

vectores

proyeccioén.

TV T Tl el ~ %" 3684 [9.18.]

= (931.03,0,—201.72)[kg]
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p F F-v v 214286 (—14.4,0,—-7.8)
ro = — = . .
Yo = vl 16.38

= (—1883.83,0,-1020.41)[kg]

[9.19.]

Observamos que, en ambos casos, los vectores proyeccién no varian ante los
cambios de la elevaciéon, angulo o distancia del gancho, puesto solo dependen de la
direccion y sentido del vector fuerza F y de los vectores u y v respectivamente.

Estos vectores no dependen de la posicion del gancho.
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3.4.

Problema 10. Configuraciones de robots industriales.

A los efectos de estudiar la cinematica de un sistema de automatizacion, es

necesario describir las posiciones de la herramienta terminal de robots

industriales dados por distintos tipos de configuraciones.

Area Tematica: Ingenieria. Robotica.

Nivel: INTERMEDIO

Descripcion del problema.

Un robot industrial es un sistema electromecénico programable capaz de realizar

de manera autonoma determinadas operaciones dentro de un proceso industrial.

Sus principales componentes son [Reyes, 2011]:

a)

b)

d)

Sistema mecénico, constituido por una secuencia de eslabones rigidos de
metal u otro material, conectados por medio de articulaciones, en forma de
cadena abierta. En el extremo se ubica el efector terminal o herramienta,

que es el dispositivo adecuado para realizar una operacion especifica.

Articulaciones, que consisten en servomotores que permiten el movimiento
relativo entre dos eslabones consecutivos. Pueden ser del tipo rotacional
(para las cuales el movimiento se mide en grados o radianes) o
lineal/prismatica (cuyo movimiento se mide en unidades de longitud). El
rango articular indica las posiciones extremas entre las que se puede mover
cada articulacion. El conjunto de los rangos de todas las articulaciones

determina el alcance que tendra el robot.

Sensores, que brindan informacién sobre el estado del robot, por ejemplo:
posicion y velocidad articular, sensores de fuerza, camaras de video, entre

otros.

Consola de control, que consiste en un sistema electrénico que suministra
energia al robot para su funcionamiento. Ademas, contiene los algoritmos
de control que lo guian, y la interfaz necesaria para que el usuario se

comunique con el robot mediante instrucciones de programacion.
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Dependiendo de su configuracion, la estructura basica del robot puede ser del tipo
cartesiana, cilindrica, polar, o bien otras configuraciones combinadas mas

complejas. La Figura [10.1.] muestra un esquema de dichas configuraciones.

(a) (b) (c)

Figura. [10.1]. Configuraciones de robots: a) cartesiana; b) cilindrica; ¢) polar.

10.a. Seleccione un sistema coordenado adecuado para describir la posicion de
la herramienta terminal de un robot, para el tipo de configuracion cilindrica y

polar.

Desarrollo de la solucion.
Configuracion cilindrica:

Se utiliza un sistema de coordenadas cilindricas (p, 0, z), con origen en la base del
robot. La coordenada p mide en unidades de longitud la posicion de la articulacion
prismatica horizontal que permite alejar o acercar la herramienta. La coordenada
0 mide en radianes (o grados, segin convencion) la posicién de la articulaciéon
rotacional, que rota respecto al eje vertical que pasa por la base del robot. La
coordenada z mide en unidades de longitud la posicion de la articulaciéon
prismatica vertical, que permite elevar o descender la herramienta. Asi, la posicion

del 6rgano terminal esta dada por:

Pmin < p < Pmax
P(P, 0,2) Omin <0 < Oyax [10.1.]
Zmin = Z = Zmax

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt. 95



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Problemas Integradores y de Aplicacion

Configuracion polar:

Se utiliza un sistema de coordenadas esféricas (p,6,¢), con origen en la
articulacion principal del robot, que permite la rotacion respecto a dos ejes. La
coordenada p mide en unidades de longitud la posicion de la articulacion
prismatica que permite alejar o acercar la herramienta. La coordenada 6 mide en
radianes (o grados) la rotacién respecto al eje vertical que pasa por la base del
robot. La coordenada ¢ mide en radianes (o grados) la rotacion respecto a un eje
horizontal y perpendicular al brazo prismatico. En otras palabras, ¢ mide el angulo
entre el brazo prismatico y el eje vertical. Asi, la posicion de la herramienta

terminal esta dada por:

Pmin = P = Pmax
P(p,0,9) Omm <0 < Oy [10.2.]
Pmin =< P = Pmax

10.b. Consideramos un robot de configuracion cilindrica, cuyo alcance esta dado

0.5m<p<3m
por:i—m/2 <60 <m/2,
Om<z<3m

La herramienta terminal est4 ubicada en el punto de coordenadas P; (2.7,%, 0.5).

Indique la posicion final del mismo si el brazo prismatico retrocede 1.5m y sube

. s . . o .
2m, mientras que rota en - radianes (sentido positivo).

Las coordenadas del punto final estaran dadas por:

p2=p1+4p =2.7m—15m =1.2m

6, =6, +0g=" 410 [10.3.]
2= 64 24" 3

Z, =271+ Az =0.5m+2m = 2.5m

P (12 10m 25) [10.4.]
2 'r24r . '4'
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10.c. En un robot de configuracion polar, cuyo alcance esta dado por:

0.5m<p<2Z2m
-n/2<60<m/2 ,
n/12 < ¢ < 11m/12

51

el organo terminal esti ubicado en el punto de coordenadas P; (0.5, g , ?). Indique

la posicidn final del mismo si el brazo prismatico se extiende en 2 unidades, rota

. s . Vs .
horizontalmente en — . radianes y se eleva en < radianes.

Las coordenadas del punto final estaran dadas por:

0, =0, +A0 =~ _"_"
z— M T2 4 4 [10.5.]
S0 w 2

T
- Ao = — —— =2
Q2 = @1+ AQ 6 63

Notar que Ap = —m/6 tiene signo negativo, puesto que una elevaciéon del brazo

implica una disminucién del angulo entre éste y la vertical.

P, (25%2?”) [10.6.]
10.d. En una fabrica automotriz, se utiliza un robot de configuracion cilindrica
para el proceso de pintado de carroceria. El panel a pintar se encuentra apoyado
a una distancia de 1,5m de la base del robot, y esta inclinado a 45° respecto del
plano horizontal. Sus medidas son a=1m de ancho y b=1m de largo. Considerando
que el difusor de pintura se debe mantener a una distancia constante de 0,15m de
la superficie a pintar, obtenga una expresion para describir las posiciones por las

que se mueve el difusor de pintura.

Tomamos un sistema de referencia cartesiano con origen de coordenadas sobre la
base del robot, eje x paralelo a la base del panel, eje z sobre el eje vertical del robot.
El lugar geométrico que ocupa el panel a pintar esta dado por un plano 7 con vector

normal n = (0,—1,1), y que pasa por el punto Q(0, 1.5, 0)m.

m—y+z+15=0 [10.7.]

La coordenada y varia entre y; = 1.5m correspondiente a la posicion de la base del
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panel, e y, =y; +acos45° = 1.5m + 0.71m = 2.21m correspondiente al otro

extremo del panel.

La coordenada z varia entre z; = Om correspondiente a la posicion de la base del
panel, y z, = a sen45° = 0.71m correspondiente al extremo superior del panel.

-y+z+15=0

—0.5 <x<0.5
1.5<y<221 [10.8.]

0<z<0.71

Los vértices del panel estan dados por los puntos A(—0.5,1.5,0), B(0.5,1.5,0),
€(~0.5,2.21,0.71) y D(0.5,2.21,0.71).

El difusor debe moverse en un plano paralelo al panel, manteniendo una distancia
de 0.15m con el mismo. Entonces, el lugar geométrico de los puntos P(x, y, z) que

guardan esa distancia con el plano 7 estd dado por:

|-y +z+15]
T = 0.15 [10.9.]
—y+z+ 1.5 = +0.15V2 [10.10.]

Observamos que esta expresion corresponde a dos posibles planos, segin el signo
del segundo miembro, uno por delante del panel y otro por detras. El difusor de
pintura debe moverse por delante del panel, plano para el cual la proyeccion

ortogonal entre los vectores n y QP tiene signo positivo. Entonces:

mT,: —y+2z+15=015V2 [10.11.]
my: —y+2z+129=0 [10.12.]
Para encontrar los vértices que limitan la regi6on por la que debe moverse el difusor,
tomamos las intersecciones entre 1, y cuatro rectas paralelas con vector director
n,y que pasan por los puntos A, B, Cy D respectivamente. Se muestra el desarrollo

para la recta L, que pasa por el punto A. Los restantes calculos se dejan como

ejercicio para el lector:

Ll: (x, v, Z) =04+ tln = (_05,15,0) + tl(O, —1,1) B t1 eER [10.13.]
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x=-0.5
y=15-¢t
zZ=1
-y+z+129=0

A Ly Ny = A'(-0.5,1.40,0.11) [10.14.]

Por un procedimiento similar, se obtienen los puntos B’(0.5,1.40,0.11) ,
C'(-0.5,2.11,0.82) , D'(0.5,2.11,0.82) . Calculamos también el punto
Q'(0,1.40,0.11).

Por lo tanto, la region por la que se mueve el difusor queda definida por:

-y+z+129=0

—0.5<x <05
140 <y <211 [10.15.]

011 <z<0.82
Tomamos las siguientes ecuaciones de conversion de coordenadas cartesianas a

cilindricas:

y = psenf ;| tgh = y/x [10.16.]

{x=pcos€ {p=x2+y2
Z =12 Z =72

El intervalo de variacion de la variable 6 esta determinado por los puntos A’y B’,

para los cuales la rotacion es extrema:

! !
O.nin = arctan (yB ) ~ 70° ,0pys, = arctan (yA )
Xpg! Xyt

~ —70°+ 180° = 110°

[10.17.]

El intervalo de variacion de la variable p esta determinado por los puntos Q' y C’ (o
D’):

Pmin = ,/x(ZQI + yCZ?r =140 ,pmsx = "xg‘/ + yg, = 2.17 [10.18.]

Entonces, las coordenadas de los puntos por los cuales se mueve el difusor quedan

determinadas por:

—psend +z+1.29=0
140 < p <217
70° <60 < 110°
0.11 <£z<0.82

[10.19.]
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La Figura [10.2] muestra el plano de movimiento que debe describir el difusor.

Figura. [10.2]. Plano de
movimiento del difusor.
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